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NIEBYT W MATEMATYCE?
ROLA ZERA |1 ZBIORU PUSTEGO W ROZWOJU MATEMATYKI

Wactaw Sierpinski, wielki polski matematyk, pewnego razu zanie-
pokoit sie, ze zgubit jedng sztuke bagazu. ,,Nie kochanie - powiedziata
mu zona - wszystkie sze$C sztuk jest tutaj”. ,,Niemozliwe - odrzekt
Sierpinski - liczytem je kilka razy: zero, jeden, dwa, trzy, cztery, pie¢”?.

Sierpinski - z anegdoty - liczyt przedmioty zaczynajac od zera. Taka
metoda wydaje sie dziwna z punktu widzenia zdrowego rozsadku. Na co
dzien w konwencjonalnych zastosowaniach liczb nie potrzebujemy uzy-
wac¢ zera. Nikt nie idzie na targ kupi¢ zero sztuk ryb. Zero dla rozumu
potocznego jest czym$ odmiennym od tego, co rozumiemy pod pojeciem
liczby. Liczby naturalne 1, 2, 3, ... w pewnym sensie wyrazajg istnienie
czego$, okreslonej grupy przedmiotow lub kolejno$¢ ich wystepowania,
gdy bierzemy pod uwage aspekt porzadkowy liczby. Zero - w mysleniu
potocznym - jest traktowane jako odpowiednik pojecia ,nic”, dlatego
tez wydaje sie jakoSciowo odmienne od pozostatych liczb. Ale z punktu
widzenia spéjnosci systemu liczenia metoda liczenia od zera jest i prost-
sza, i wygodniejsza, i bardziej konsekwentna. Jedng z zalet takiego spo-
sobu liczenia jest to, ze dziata on nawet wtedy, kiedy nie ma zadnych
przedmiotdw do policzenia. Gdyby Sierpiniski zgubit w drodze caty swoj
bagaz, mogtby powiedziec, ze zostato mu ZERO sztuk bagazu.

Jesli  przeSledzimy poczatki - w starozytnych kulturach - wszel-
kiego rodzaju praktyki tworzenia pojecia liczby, nie spotkamy ani jed-
nego przykfadu czego$, co mozna by nazwa¢ abstrakcyjnym pojeciem
liczby. Wydaje sie, ze wszelkie procedury liczenia wywodzg sie z czyn-
nosci zliczania okreslonych zespotéw przedmiotéw. Swiadczy o tym
istnienie przypadkéw, w ktorych dla opisania tych samych ilosci roz-

1 Por. J. H. Conway, R. K. Guy: Ksiega liczb, ttum. zang. W. Bartol. Warszawa 1999, s. 261.
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istnienie przypadkéw, w ktérych dla opisania tych samych ilosci roz-
nych rzeczy uzywa sie roznych stéw. Pewnie dlatego pierwsze systemy
liczenia nie zawieraly zera. A samo pojecie zera jako liczby pojawito sie
stosunkowo po6zno. Alfred North Whitehead uwazat, ze zero jest w pew-
nym sensie najbardziej «ucywilizowang» z liczb, gdyz do jego uzycia
zostaliSmy zmuszeni dopiero w wyniku uprawiania bardziej abstrakcyj-
nych sposob6w rozumowania niz proste zliczanie przedmiotow.

Grecy i Rzymianie unikali zera. Jedng z przyczyn tej sytuacji byfa
specyfika greckiego podejscia do liczb. W greckiej matematyce nie wy-
stepowato wyrazne oddzielenie liczb od figur geometrycznych. Mo-
wiono przyktadowo o liczbach kwadratowych czy tréjkatnych. Pojecie
wielkosci taczyto idee arytmetyczne i geometryczne. Grecka sktonno$é
do geometrycznego ujmowania liczb uniemozliwiata potraktowania zera
jako liczby. Jakg figura geometryczng miatoby by¢ takie zero? Poza tym
dziatania na liczbach Grecy traktowali geometrycznie. Przykiadowo,
mnozenie dwoch liczb byto dla nich réwnowazne wyznaczeniu pola po-
wierzchni prostokata o bokach réwnych tym liczbom. Konstrukcje geo-
metryczne i figury byly tym samym, a zero byloby liczbg nieposiadajgcg
zadnego sensu geometrycznego. W tym kontekscie operacje, ktore mia-
tyby byé wykonywane przy udziale zera, wydawaly sie sprzeczne z na-
turg. Przykladowo wyznaczenie proporcji zawierajgcej zero prowadzito
w przekonaniu Grekéw do paradoksalnych wnioskéw. Stosunek zera do
jakiejkolwiek wielkosci - zero podzielone przez dowolng liczbe - zaw-
sze wynosi zero. Jak gdyby druga liczba zostawala pochtonieta przez
zero. Natomiast operacja dzielenia dowolnej liczby przez zero stawiata
pod znakiem zapytania same zasady logiki. Zero tworzylo wyrwe w po-
rzadku matematycznym Grekdw i z tego powodu nie byto tolerowane.

Obawa Grekdw przed zerem miata tez glebsze podioze. Zero koja-
rzyto sie im z nicoscia, pustka. Arystoteles w swym dziele Fizyka napi-
sat: ,,Istnienie osobnej prézni jest niemozliwe”. Filozof przeciwstawit sie
tym samym tezom atomistow, ktérzy utrzymywali, ze istnienie niepo-
dzielnych najmniejszych ciat - atoméw zaklada istnienie prézni. Ary-
stotelesowska teza o nieistnieniu prézni byla, jak sie wydaje, konse-
kwencja jego teorii ruchu w pofaczeniu z metafizyczng zasadg niemoz-
nosci istnienia nieskonczonosci aktualnej. Po upowszechnieniu sie Ary-
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stotelesowsko-Ptolemejskiej wizji $wiata przyjeto jako pewnik, ze ni-
cos¢ nie istnieje. W S$redniowieczu poglad Arystotelesa podniesiono do
rangi dogmatu jako zasade horror vacui (natura boi sie prézni). Z tego
powodu Zachod nie akceptowat koncepcji zera przez prawie dwa ty-
sigclecia. Brak zera hamowat rozwéj matematyki i postep nauki.

Zero narodzito sie z potrzeby zapisania w spos6b jednoznaczny i
trwaty pozycji cyfr w babliorskim systemie reprezentacji liczb. W celu
unikniecia niejednoznacznosci zapisu liczbowego Bablilonczycy stoso-
wali zwyczaj zostawiania wolnych miejsc w zapisie liczbowym. Przy-
ktadowo zapis ,,«” mogt oznacza¢ zaréwno 20 (20 x 1) jak i 601 (10 x
60 + 10 x 1), dlatego liczbe 601 zapisywano ,.<_ <” zostawiajac miejsce
miedzy znakami oznaczajagcymi 10. Notacja ta stwarzata jednak okazje
do pomytek. Niejasnos¢ w systemie babilorskim pojawiata sie dlatego,
ze nie bylo w nim odrebnego znaku dla (jak dzisiaj powiedzielibySmy)
zera. W Koncu zostawianie wolnych miejsc zarzucono i wprowadzono
znak pustego miejsca. Pomyst zostawiania wolnych miejsc, aby uzyskac
jednoznaczno$¢ wyrazen liczbowych pojawit sie ok. XX-XVIII w p.n.e.,
ale symbol pustego miejsca pojawit sie dopiero ok. II-1lIl w p.n.e. Z cza-
sem ,zero babilonskie” zaczeto stawia¢ zarowno w $rodku jak i na
koncu ciggu liczb (a takze na poczatku, dla wyrazania utamkéw). W
ciggu cyfr miato ono znaczenie jedynie w kontekscie innych cyfr. Samo
zero nic nie oznaczato - byto cyfra, ale nie oznaczato liczby.

Podkresimy, ze dla Babilonczykow symbol zera nie miat tych
wszystkich znaczen, jakie dzi$ mu przypisujemy. Symbol ten miat zna-
czenie jedynie techniczne jako pusta pozycja w pewnym okreSlonym
przedstawieniu rzeczy. Zera réwniez nie traktowano jako symbolu ,,ni-
czego” w ogolniejszym czy abstrakcyjnym sensie. Babilofczycy nie
uzywali zera do wyrazenia wyniku odejmowania typu: a - a. Wynikiem
tego dziatania byto ,nic”, czyli zupelnie inne pojecie. Z pewnoscig to
pojecie nie bylo uwazane za liczbe - zero nie byto traktowane tak samo
jak inne liczby. Wydawato sie nawet, ze w samej mysli, iz potrzebne jest
,c08", aby wyrazi¢ nieobecno$¢ czegokolwiek (,,nic”) kryje sie jakas$
sprzeczno$¢. Poza tym ,liczba zero” posiadataby odmienne od wszyst-
kich innych liczb wiasnosci, np. przez zero nie mozna dzielic.
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Nowoczesna koncepcja zera zarysowata sie ok. VI w n.e. w kulturze
indyjskiej. Samo pojecie zera znane bylo Hindusom znacznie wcze$nigj.
Co wiecej, inaczej niz w innych kulturach, Hindusi od samego poczatku
zero kojarzyli z ideg ,niczego”, ktora miata sens abstrakcyjny. Zero
oznaczato dostownie ,pusty” i stosowane bylo oznaczenia zaréwno pu-
stego miejsca w rzedzie uktadu cyfr, jak i wyniku operacji typu a - a. W
odroznieniu od Grekow, Hindusi nie dostrzegali kwadratow w liczbach
kwadratowych i nie utozsamiali mnozenia dwu liczb z polem prostokata.
Liczby byly uwolnione od Kkontekstu geometrycznego, co pozwolito
matematykom indyjskim przezwyciezy¢ ograniczenia greckiego sposobu
myslenia i nieufno$¢ do zera. Gdy liczby zostaty ostatecznie pozbawione
znaczenia geometrycznego, matematycy nie musieli sie kiopotaé, czy
operacja arytmetyczna ma sens geometryczny. Nie mozna zmniejszy¢
dwuhektarowego pola o trzy hektary, ale nic nie stoi na przeszkodzie
odja¢ liczbe 3 od liczby 2. Wynik jest liczbg ujemng, ale to nie byto pro-
blemem dla matematykéw hinduskich, ktérzy pierwsi uznawali takie
liczby za petnoprawne obiekty arytmetyki liczbowe;j.

Skoro wynik odejmowania 2 - 3 byl uznawany za liczbe, liczbg mu-
siat byé réwniez wynik odejmowania 2-2. Wynik ten wynosi zero. Nie
zero oznaczajace pozycje cyfry, lecz liczba zero, posiadajaca swoje
miejsce w systemie liczb, podobnie jak wszystkie inne liczby. System
liczbowy bez zera musiat by¢ uznany za réwnie utomny jak system licz-
bowy bez powiedzmy liczby 2. Zero ostatecznie weszto do matematyki
na rownych prawach.

Indyjski system liczbowy byt olbrzymim osiagnieciem intelektual-
nym i zostat przyswojony nieomal wszedzie. System ten: po pierwsze,
miat specjalne symbole dla liczb od 1 do 9; po drugie, symbole te byty
abstrakcyjne i nie wymagaly przekazywania obrazowej informacji o ich
Znaczeniu; po trzecie, byt systemem pozycyjnym o podstawie 10 i
wreszcie - po czwarte, zawierat pojecie zera we wspolczesnym znacze-
niu.

W VII w n.e. kultura Zachodu nie zaczeta sie jeszcze rozwija¢ po
upadku Rzymu, ale na Wschodzie zaczeta rozkwitaé cywilizacja Islamu.
Islam przejat koncepcje zera z Indii (Al-Chwarizmi w IX w napisat
ksigzke o hinduskim systemie liczenia), a wiec zero jako liczba nabrato
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znaczenia najpierw na Wschodzie. Zachdd z czasem przejat ja od Is-
lamu.

Chociaz w potowie XII wieku dzieta Al-Chwarizmiego pojawity sie
w Europie, poczatkowo odrzucano koncepcje zera, gdyz zaakceptowanie
zera sugerowato mozliwo$¢ uznania istnienia prozni. W Kosciele niepo-
dzielnie panowata doktryna Arystotelesa, a najwieksi Owczesni mysli-
ciele odrzucali pojecia: wielkosci aktualnie nieskonczonych, nieskon-
czenie matych i prozni. Dopiero w XIV wieku cyfry arabskie (z zerem)
zaczety by¢ powszechnie uzywane - poczatkowo w ksiegach rachunko-
wych.

Wspotczesnie obiektem zainteresowania w badaniach arytmetycz-
nych sg nie same liczby, lecz operacje, za pomocag ktorych dokonujemy
dziatan na liczbach. Tak wiec, przyktadowo, wspéiczesnie proces wyli-
czania: 1, 2, 3, ... jest traktowany niejako lista konkretnych liczb (jakby
sie wydawato zdrowemu rozsadkowi), lecz jako rezultat wykonania
okreslonej operacji (tworzenia nastepnika), polegajacej na generowaniu
kolejnej liczby. W takim podejsciu istotna rola przypadta zeru. Mimo, ze
pojecie zera stosunkowo poOzno zyskato sobie prawo obywatelstwa w
Swiecie liczb, to mozemy pokazaé, jak przy pomocy zera ,uzyskac”
wszystkie liczby naturalne. Wykorzystujac trzy (niezdefiniowane) poje-
cia: liczba, zero (0), i bezposredni nastepnik (s), mozemy skonstruowac
wszystkie liczby naturalne. Odwotujemy sie oczywiscie do aksjomatyki
arytmetyki podanej przez G. Peano (1889):

Al. 0 jest liczba

OgN

A2. bezposredni nastepnik liczby jest liczbg

NngN->sngN

AZ3. 0 nie jest bezposrednim nastepnikiem zadnej liczby

ngN—>sn0

A4, Zadne dwie liczby nie posiadaja tego samego nastepnika

(nnmgNasn=sm)—»n=m

A5. Jesli jaka$ wiasnos¢ - W - przystuguje liczbie 0 i z tego, ze
przystuguje jakiejs liczbie wynika, ze przystuguje jej bezposredniemu
nastepnikowi, to wiasno$¢ ta przystuguje kazdej liczbie
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(W(0) A {V ([W(n) -> W(sn)]}) -> Vi, yW(n)

rie N
Aby uzmystowi¢ sobie, ze mamy do czynienia z konstrukcja czego$, co
mozna utozsamia¢ ze znanymi nam liczbami naturalnymi, przyjmijmy
nastepujace skroéty:

sO-1
s1=ssO -2
s2 =sssO - 3 itd.

Mozna zdefiniowa¢ dwa podstawowe dziatania na liczbach naturalnych

wykorzystujagc tylko pojecia zera i bezposredniego nastepnika (n, m g
N)

Dodawanie:

(1) n+0=n

(2) n+sm=s(n+m)
Mnozenie:

(1) nx0=0

(2) nxsm=nXm+n

Inny spos6b ,,otrzymania” liczb naturalnych przy wykorzystaniu je-
dynie zera (0) i abstrakcyjnej operacji: * * zaproponowat polski logik i
matematyk Leon Chwistek?. Chwistek byt przeciwny opieraniu arytme-
tyki na pojeciu liczby naturalnej. NiedookreSlony metafizycznie status
liczby naturalnej utrudniat - wedlug niego - budowe racjonalnych pod-
staw arytmetyki. Chciat stworzy¢ system matematyki opartej na jasnych,
prostych i zrozumiatych zasadach, wolny od przedmiotow, ktorych nie
potrafimy zbudowa¢. Mozemy to osiggngé pod warunkiem, Zze pozbe-
dziemy sie metafizycznego pojmowania takich indywiduow, jak liczba
1, liczba 2 itd. - nalezy je uwaza¢ po prostu za pewnego typu wyrazenia

2 L. Chwistek: Granice nauki, w: L. Chwistek: Pisma filozoficzne i logiczne, t. 2.
Warszawa 1963.
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ujete w ,,zmechanizowany system, wolny od wszelkiej intuicyjnej do-
mieszki”s.

By da¢ wyobrazenie o Chwistka sposobie budowania wyrazen,
dzieki ktérym mozna wyrazi¢ pojecia arytmetyczne bez odwotywania
sie do bytow metafizycznych, przedstawimy kilka najprostszych defini-
cji jego systemu. Na poczatku wprowadza on okre$lenia przedmiotéw
semantyki, ktére nazywa wyrazeniami wiasciwymi - te z kolei dzieli na
wyrazenia state i zmienne.

REGULY BUDOWANIA WYRAZEN:

I. 0 jest wyrazeniem statym.

Il. ERzeljesk, Wiyraszgniggrazeniami statymi, to
statym.

Il. Jesli E jest wyrazeniem statym, to E jest wyrazeniem wiasci-
wym.

IV. Literya, 8,v, 0,n, ¢, A, |, v sg literami semantycznymi.

V. Jesli E jest literg semantyczng, to E jest wyrazeniem wiasciwym.

V1. E&ljest wysazeryiereniami wiasciwymi, to

wiasciwym.

VII. Jesli E jest wyrazeniem wiasciwym i jesli E zawiera litere

semantyczna |, to E jest wyrazeniem zmiennym?,

Reguty te pozwalajg nam na zbudowanie na przyklad nastepujgcych
wyrazen statych: 8860,
60, oraz nastepujacych wyrazed zmiennych: *0, **Apv,
*0 itd. Mozna pokaza¢, ze przyjeta symbolika jest jednoznacznie
okre$lona postugujac sie odpowiednio przeformulowang zasada indukcji
zupetnej:

Jesli jaka$ wiasciwos¢ posiada O i litery, i jesli z tego, ze posiadajg
ja wyrazenia whasciwe E, F, wynika, ze posiada ja wyrazenie wia-
ffweto wihasciwo$C te posiadajg wszystkie wyrazenia wia -
Sciwe, ktore potrafimy zbudowac przy pomocy tych regut.

3 Tamze s. 52.
4 Por. Tamze s. 56-57.
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W tak zbudowanym systemie wyrazen dowodzi sie wielu twierdzen
oraz mozna zinterpretowaé podstawowe pojecia arytmetyki: liczby,
dziatania na liczbach, relacje miedzy liczbami oraz mozna wyrazi¢
twierdzenia arytmetyczne. System Chwistka jest wyjatkowo ezoteryczny
i, bez duzej praktyki w operowaniu trudng i skomplikowang aparaturg
formalng, nieprzejrzysty.

W systemie tym mozna zdefiniowa¢ pewng funkcje (*AA 80 0 A) a
odwotujac sie do indukcji mozemy stwierdzié, iz pierwiastkdw tej
funkgji jest nieskorczenie wiele i ze tworza one ciag:

86
66700 itd.

Pierwiastki tej funkcji utozsamimy z liczbami naturalnymi, dla
ktorych bedziemy uzywali nastepujacych skrétow:

*00 - 1
**00*00 - 2
***00*00**00*00 — 3, itd.

Pomine prezentacje najprostszych nawet rachunkow arytmetycznych
w systemie Chwistka, gdyz zrozumienie sposobéw ich przeprowadzania
moze by¢ trudne dla czytelnika, ktéry nie odbyt treningu postugiwania
sie jezykiem symbolicznym®,

Chwistek ,,otrzymat” liczby naturalne odwotujgc sie do mechanicz-
nej procedury operowania ustalonymi wyrazeniami. Okazuje sie jednak,
ze mozna tego dokona¢ dysponujac dostownie ,,niczym”.

Popularne stwierdzenie glosi, ze ,z préznego i Salomon nie naleje”.
Ale widocznie Salomon nie znat wspotczesnej matematyki. Okazuje sie,
ze matematycy S$wietnie dajg sobie rade z ,niczym” - czyli czyms, co
nic nie zawiera, co jest ,puste”. Co wiecej potrafig z ,niczego” otrzymaé
caty bogaty Swiat krolowej nauk - matematyki. Wykorzystujag do tego

5 Por. J. Mrozek: Logiczne podstawy arytmetyki w $wietle Leona Chwistka teorii wyrazen
semantycznych, w: Logiczne podstawy rozumowan Il pod red. J. Mrozka. Gdansk 2003, s. 92-
110.
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pojecie zbioru pustego - zbioru, ktéry nie zawiera zadnych elementéw -
pojecie odlegte od intuicji potocznej myslenia o zbiorach.

Na co dzieA pojecie zbioru rozumiemy w sensie kolektywnym jako
nagromadzenie, zebranie w jedng cato$¢ rzeczy pewnego rodzaju. Jest to
rozumienie odwolujgce sie do konkretnosci, praktyki codziennosci. W
ten spos6b rozumiemy faricuch - jako zbiér ogniw, biblioteke - jako
zbior ksigzeks. W tym sensie rozumienia pojecia ,,zbiér”, pojecie zhioru
pustego jawi sie jako paradoksalne, kojarzace sie z nieistnieniem,
niebytem. Bowiem jak moze istnie¢ zbidr, ktory nic nie gromadzi, na
ktory nic sie nie skfada. Pojeciem zbioru w sensie kolektywnym zajmuje
sie mereologia - stworzona przez Stanistawa Le$niewskiego.

Matematyczna teoria zbiorbw nazywana jest w Polsce teorig
mnogosci. W teorii mnogosci uzywamy pojecia zbioru w sensie
dystrybutywnym. Nie jest on wtedy niczym konkretnym - jest raczej
abstrakcyjnym wyrGznieniem pewnego typu obiektdw, ze wzgledu na
okreslong wiasnos¢. W takim sensie pojecie ,,zbior” wyznacza pewien
rodzaj czy gatunek, ujmuje myslowo w pewng catos¢ okreslong klase
dowolnych przedmiotow. Zbior w sensie dystrybutywnym nie jest zatem
zmystowo postrzegalny, nawet wtedy gdy jego elementy sg takimi
przedmiotami’.

W matematyce wspoiczesnej istnieje bardzo silna tendencja do
uznania teorii mnogosci za teorie bazowg dla catej matematyki. Wyraza
sie to w dazeniu do definicyjnego utozsamiania obiektéw matematycz-
nych z pewnymi zbiorami. Przyktadowo, figura ptaska jest to okreslony
zbior punktow na plaszczyznie. Podobnie liczby naturalne definiuje sie
po prostu jako pewne konstrukty teoriomnogosciowe.

Teoria mnogos$ci jest teorig zaksjomatyzowang. Jeden z jej aksjo-
matow stwierdza:

Istnieje zbior, do ktérego nie nalezy zaden element (zbior pusty 0)
Postulowanie istnienia zbioru pustego wynika z przyjetych wczesniej
definicji operacji na zbiorach rozumianych intuicyjnie. Z tego wiasnie
zbioru - zbioru pustego - mozna otrzymaC caly «Swiat» matematyki.

6 Por. Mata Encyklopedia Logiki, pod red. W. Marciszewskiego. Wroctaw 1988, s. 224.
7 Por. R. Murawski: Filozofia matematyki. Zarys dziejéw. Warszawa 1995, s. 165.
8 Por. K. Kuratowski, A. Mostowski: Teoria mnogosci. Warszawa 1978, §.2.
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Czy to mozliwe, aby najbardziej wyrafinowane obiekty matematyczne
powstawaly z niczego? Zobaczmy na poczatek jak ,,z niczego” powstajg
liczby naturalne.

*0 = @- (zero utozsamiamy ze zbiorem pustym)

« 1 = {0} = {@} — (jedynke utozsamiamy ze zbiorem, ktorego
jedynym elementem jest zbior pusty)

« 2={0,1} ={2.{9}}

+ 3={0,1,2} ={9, {2}.{2.{2}}}

* 4={0,1,2,3}={2,{2}. {9, {2}}{2. {2}. {@, {Z}}}}; itd.

Na co dzien tak nie myslimy o liczbach, ale teoretycznie da sie
»Zbudowaé” kazda liczbe ze zbioru pustego. A skoro liczby naturalne sg
podstawg znacznej czeSci matematyki mozemy przyja¢, ze wiekszos¢
badanych w matematyce obiektow moze byé zinterpretowana jako kon-
strukcja (niezwykle skomplikowana) wykonywana na zbiorze pustym.

Aby cho¢ troche zda¢ sobie sprawe ze stopnia komplikacji, jakiego
dostarcza takie podejScie zobaczmy jak wygladajg elementarne operacje
liczbowe przy operowaniu zbiorami utozsamionymi z liczbami.

Dodawanie:
(1) n+l=n U{n}
@n+M+)=(h+m)+1

Mnozenie:
() nx1l=n
@nx(m+1)=(nXm)+m

Gdy mamy juz liczby naturalne stosunkowo prosto mozemy podaé
definicje liczb catkowitych, wymiernych i, w sposéb nieco bardziej
skomplikowany, liczb rzeczywistych i zespolonych. Nowe rodzaje liczb
sg zatem w ostatecznym rachunku konstruktami teoriomnogo$ciowymi,
skfadajg sie ze zbiordw. Razem one stanowig baze dla olbrzymiego ob-
szaru badan matematycznych, bowiem wiele waznych dziatbw mate-
matyKki na nich sie opiera np. analiza matematyczna, teoria funkciji.
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Powstaje jednak obiekcja, czy liczby naturalne naprawde sg zbio-
rami? Wydaje sie bowiem, ze pojecie ,liczby naturalnej” posiada okre-
$lony sens niezalezny od pojecia zbioru. W istocie ludzie postugiwali sie
liczbami naturalnymi na dlugo przed powstaniem matematycznego poje-
cia ,zbioru”. Zwolennicy rygoryzmu w definiowaniu poje¢ matematycz-
nych stwierdzg, ze przed sformutowaniem definicji teoriomnogosciowej
ludzie postugiwali sie pojeciem liczby naturalnej w niejasny i nieprecy-
zyjny sposob. Nie mozna wiec uwazaé, ze pojecia te miaty ustalone jed-
noznacznie odniesienie. Podejscie to ma jednak mankamenty. Otéz oka-
zuje sie, ze mozliwych jest wiecej niz jedna definicja, utozsamiajgca
liczby ze zbiorami.

Przyktadowo: 0 = @; 1 = {@},; 2 = {{D}}; 3 = {{{F}}} itd.

Nie wida¢ zadnych powoddéw, dla ktérych jedna mozliwa definicja mia-
faby byC traktowana jako lepsza czy bardziej prawdziwa od innej. Trud-
no$¢ jest zasadnicza, gdy obiekty matematyczne traktujemy jako istnie-
jace niezaleznie od nas i niezaleznie od tego, co mozemy 0 nich wie-
dzieC.

* Trudno$ci tej stara sie unikngC tzw. strukturalistyczna interpretacja
matematyki. Wedtug niej Zrodlem omawianego problemu jest przyjecie,
ze teorie matematyczne opisujg pewne pojedyncze obiekty. Na przykiad,
arytmetyka opisuje liczby naturalne. StrukturaliSci gtoszg natomiast, ze
wihasciwym przedmiotem arytmetyki jest struktura liczb naturalnych.
Struktura jest rezultatem abstrahowania od indywidualnych cech obiek-
tow i rozpatrywania tylko ich cech relacyjnych. Czym przy takim ujeciu
sg liczby naturalne? Zgodnie z najbardziej podstawowym ujeciem s3 to
po prostu pewne, w odpowiedni spos6b uporzadkowane obiekty. Nie ma
natomiast znaczenia, czym naprawde sg poszczegdlne liczby. Sg to
»miejsca” w strukturze. Przyktadowo liczba zero w przypadku rozpatry-
wania zbioru liczb catkowitych (by nie ograniczaé naszych rozwazan
jedynie do liczb naturalnych), to po prostu pewne wyrdznione miejsce w
strukturze. Nie ma sensu pyta¢ o inne cechy tego "obiektu” niz te, ktére
wynikaja z relacji taczacych je z pozostatymi obiektami.

Wynika z tego, ze nie ma potrzeby uwazania liczb naturalnych za
obiekty typu teoriomnogosciowego. Mozliwo$¢ sformutowania definicji
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liczb naturalnych na gruncie teorii zbiorow pokazuje jedynie, ze struk-
tura liczb naturalnych daje sie wymodelowaé w bogatszej strukturze
zbioréw. Przy takiej interpretacji pojedyncze liczby w ogéle nie stano-
wig realnych bytdw matematycznych. Tym, co istnieje jest struktura
algebraiczna. Te same struktury moga by¢ charakteryzowane na rézne
sposoby a wiec nie sam "opis" jest istotny. Mozna - przyktadowo - cha-
rakteryzowa¢ strukture liczb naturalnych za pomocg relacji porzadkuja-
cej (relacji mniejszosci), ale rowniez mozna wprowadza¢ te strukture za
pomocg operacji ,,brania nastepnika”.

Podejécie  strukturalistyczne unika problemu okre$lania ,,istoty”
przedmiotdbw matematycznych zachowujac intuicje wiekszo$ci mate-
matykow, dotyczace obiektywnego istnienia rzeczywistosci matema-
tycznej. Cel ten zostal osiggniety dzieki zatozeniu, ze matematyka nie
musi przyjmowaé obiektywnego istnienia pojedynczych przedmiotow
matematycznych a jedynie istnienie pewnych ,catosci”, czyli struktur
matematycznych. Tym samym znika caly mistycyzm ,,matematycznego
niebytu” takich poje¢ jak zero czy zbiér pusty. Ich matematyczny sens
sprowadza sie do formalnego funkcjonowania jako elementéw struktury.

Summary

The paper deals with the elementary considerations of the notions of zero and an
empty set which, on the grounds of mathematics, can be treated as an ‘equivalent’ of
the metaphysical notion of non-existence.

Zero - in everyday thinking - is treated as an equivalent of the notion ‘nothing’,
therefore, qualitatively, it seems to be different from the remaining numbers. In
everyday life, in conventional applications of numbers, we don’t need to use zero (we
say | don’t have money, and not | have zero zloties).

Customarily, we understand a set as some ‘accumulating’ or ‘assembling’ things
of one kind into one unity. This is a notion which appeals to the practice of everyday
life. In this way we understand a chain as a set of links and a library as a set of books.
In this sense of understanding the notion of ‘set’, the notion of an empty set seems
paradoxical, connected with non-existence, nonentity. How can a set exist which
‘collects’ nothing or which is composed of ‘nothing’.

It appears that in contemporary mathematics the notions of zero and an empty set
function as ordinary elements of a broader mathematical structure and hence they have
a sense devoid of metaphysical contexts.

Key words: zero, empty set, mathematics.



