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INTUICJA W NAUKACH FORMALNYCH?!

Celem artykutu jest zapoznanie czytelnika, ktory nie jest matematy-
kiem ani logikiem, z rolg intuicji w naukach dedukcyjnych sformalizo-
wanych. Tytulowe zagadnienie jest rozpatrywane z punktu widzenia
filozofii nauki, a nie z punktu widzenia psychologii i matematyki. Intu-
icja jest tutaj traktowana jako pewien pomost miedzy szeroko rozu-
miang obserwacjg a scistym dedukcyjnym rozumowaniem.

1. Przedmiot nauk formalnych.

11 Przedmiot matematyki.

Nauki formalne to przede wszystkim matematyka i logika. W staro-
zytnosci sgdzono, ze matematyka jest naukg o liczbach i figurach geo-
metrycznych. Dlatego przez wiele stuleci podstawowymi dyscyplinami
matematycznymi byla arytmetyka i geometria. Nauki takie, jak me-
chanika, astronomia, optyka i akustyka uwazano rowniez za nauki ma-
tematyczne dlatego, ze podstawowe prawa tych nauk wyrazajg sie za
pomocg zwigzkdw miedzy wielkosciami liczbowymi. Poglady te pano-
waly az do XVII wieku. Jednak badania matematyczne prowadzone na
przestrzeni wiekow doprowadzity do wspéiczesnych pogladéw na temat
przedmiotu matematyki, zgodnie z ktérymi istota matematyki jest bada-
nie mozliwych struktur formalnych. Nie nalezy natomiast do matema-
tyki dociekanie, miedzy jakiego typu przedmiotami struktury te mogg sie
realizowac.

Przytoczymy niektore poglady wybitnych matematykdéw odnoszace
sie do tej kwestii. George Boole w swoich pismach z lat 1847-1854

1 Jest to nieco zmodyfikowany referat wygtoszony na konferencji ,,Intuicja w procesie
decyzyjnym” zorganizowang przez Wyzszg Szkote Promocji w Warszawie. Prace wykonano w
ramach programu badawczego nr NN 1101 410835 Semantyka i pragmatyka zdan. Filozofia
fizyka i figo meta-filozofia.
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stwierdza: ,,nie nalezy do istoty matematyki zajmowac sie ideami liczby
i wielkosci, tylko operacjami rozwazanymi samymi w sobie, niezaleznie
od roznych obiektéw, do ktérych mogg by¢ zastosowane”.

Niemiecki matematyk Hankel? okreslat matematyke jako ,.czystg
teorie form, majaca za przedmiot nie kombinacje wielkosci czy ich
obrazéw czyli liczb, lecz obiektow myslowych, ktorym odpowiadac
moga obiekty lub relacje efektywne, choé¢ odpowiednio$¢ taka nie jest
konieczna”.

Z bardziej wspotczesnych matematykdw, to wybitny matematyk
francuski Henri Poincare w ksigzce Nauka i hipoteza napisat: ,,Matema-
tycy nie badajg przedmiotéw, lecz stosunki miedzy przedmiotami, obo-
jetne jest im tedy zastgpienie tych przedmiotéw przez inne, byleby tylko
stosunki nie zostaty zmienione”. Z kolei wybitny matematyk rosyjski A.
D. Aleksandrow w pracy Co to jest geometria napisat: ,,Nie nalezy wy-
obraza¢ sobie rozwoju geometrii w ten sposéb, ze rejestruje ona jedynie
i opisuje w jezyku geometrycznym formy i stosunki napotykane w
praktyce i podobne do przestrzennych (...) Przy abstrakcyjnym ich okre-
Sleniu przestrzenie i figury rozpatruje sie, jako mozliwe formy rzeczywi-
stosci”.

Matematycy podkres$laja, ze nie zajmujg sie dowolnymi formalnymi
teoriami, tylko tymi, ktore majg intuicyjne podtoze. W przedmowie do
ksigzki [2] Wiliama Fellera czytamy: ,W kazdej dyscyplinie musimy
starannie wyrozni¢ trzy aspekty teorii: (a) formalng tre$¢ logiczng, (b)
podtoze intuicyjne, (c) zastosowania” . Teorie matematyczne zawarte w
takich dziatach matematyki, jak: arytmetyka, geometria, analiza mate-
matyczna, rachunek prawdopodobienstwa, statystyka, teoria gier majg
fatwo uchwytne podiloze intuicyjne i teorie te sg pewnymi wyidealizo-
wanymi schematyzacjami pewnych aspektow $wiata.

1.2 Przedmiot logiki.

Podobnie do matematyki, réwniez logika jest naukg formalng. Bada
ona strukture czy tez forme poprawnych rozumowan. Poszczegdlne ro-
zumowanie jest procesem psychicznym i jako proces psychiczny moze
by¢ przedmiotem badan psychologii. Natomiast badanie wzajemnych

2 Poglady Boole’a, Hankela i innych matematykéw cytujemy za Nichlas Bourbaki:
Elementy historii matematyki, thum. S. Dobrzycki. Warszawa 1980.
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zwiazkOw zachodzacych miedzy treSciami mysli wykracza poza psy-
chologie.

Aby wzajemne zwiagzki logiczne miedzy myslami mogly by¢ badane
w sposéb naukowy, mysli te muszg by¢ wyrazone, a nastepnie poddane
badaniu, ktére jest mozliwe do ogdlnie dostepnego sprawdzenia.

U zrodet logiki - jako nauki, znajduje sie poglad, ze wszelkie intu-
icyjne rozumowanie jest mniej lub bardziej poprawnie wyrazalne jezy-
kowo i moze by¢ reprezentowane przez pewien formalny schemat ro-
zumowania. Logika ustala formalne schematy poprawnych rozumowan
oraz zajmuje sie mozliwymi zwigzkami formalnymi zachodzacymi z
jednej strony miedzy strukturg jezyka a struktura rzeczywistosci, a z
drugiej strony miedzy jezykiem a jego uzytkownikami.

W logice okresla sie idealne jezyki, ktore posiadajg istotne, z punktu
widzenia rozumowania, cechy zaréwno jezykéw potocznych, jak i na-
ukowych. W tych idealnych jezykach formalizujemy przeprowadzone w
rzeczywistosci rozumowania, dzieki czemu ujawniamy ukryte zatozenia
rozumowan oraz wykrywamy ewentualne bledy popetniane w trakcie
przeprowadzania wnioskowan.

Jezyk we wspotczesnej logice zostat roztozony na dwie skladowe:
jezyk formalny oraz jego interpretacje czyli model tego jezyka.

Jezyk formalny jest to system znakdw, ktérego zbior wszystkich
wyrazen poprawnie zbudowanych jest okreslony bez odwolywania sie
do interpretacji tego jezyka. Jezyk formalny jest to jezyk niezinterpre-
towany. Jezyk formalny moze mieC wiele, a nawet nieskonczenie wiele
roznych dopuszczalnych przez logike interpretacji. W celu zinterpreto-
wania jezykow formalnych wspdtczesna semantyka logiczna postuguje
sie na ogot terminologig teoriomnogosciowa. Mozliwe, czyli dopusz-
czalne, logicznie interpretacje jezyka okreSla sie za pomocg zbiordw,
relacji i funkgji.

Logicy Kkonstruujg przede wszystkim takie jezyki formalne, ktdre
stuzg lub mogg stuzy¢ do formalizacji rozumowan przeprowadzanych
zarobwno w jezyku potocznym jak i w jezykach nauki.

2. Podtoze intuicyjne logiki.

2.1 Intuicje w logice Klasycznej.
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Zwolennicy logiki klasycznej uwazaja, ze reguty logiczne, ktore po-
zwalajg z dowolnych zdarh wyprowadza¢ zdania z nich wynikajace, nie
zaleza od natury obiektéw, ktérych te zdania dotyczg. Niezaleznie od
tego, czy rozumujemy o przedmiotach konkretnych czy abstrakcyjnych,
o tworach przyrody czy mysli ludzkiej, o przedmiotach rzeczywistych
czy tylko pomyslanych, niezmiennych czy zmiennych, to prawa popraw-
nego rozumowania sg takie same. Dlatego w schematach niezawodnych
rozumowan formutowanych w logice klasycznej wystepujg litery repre-
zentujgce nazwy dowolnego rodzaju przedmiotow oraz litery reprezen-
tujace dowolne wiasnosci przedmiotow i dowolne relacje.

Ponadto w jezyku klasycznej logiki wystepuja: (a) wylkacznie spoj-
niki prawdziwosciowe, tzn. takie, ze warto$¢ logiczna zdania za ich po-
mocg ztozonego zalezy wylkgcznie od wartosci logicznych zdan skiado-
wych, (b) kwantyfikatory: ogolny i egzystencjalny, dlatego, ze pojecia
0golnosci i istnienia odnoszg sie do dowolnego rodzaju przedmiotow.
Ponadto zgodnie z filozofig logiki klasycznej: cokolwiek istnieje, jest
przedmiotem, tzn. posiada jakies wiasnosci, oraz kazdy przedmiot ist-
nieje, czyli nie ma przedmiotéw nie istniejgcych. Natomiast istniejg po-
jecia puste, to znaczy takie, pod ktore nie podpada zaden przedmiot.

Intuicje znajdujace sie u podstaw niektérych logik nieklasycz-
nych. Nie wszyscy jednak logicy i matematycy podzielajg poglady lo-
gikéw klasycznych, na przyktad zwolennicy logiki i matematyki intu-
icjonistycznej sadza, ze nie mozemy mechanicznie przenosi¢ schematoéw
rozumowan dotyczacych zbiorow skonczonych na zbiory nieskonczone.
Wedtug intuicjonistéw, istniejg tylko zbiory potencjalnie nieskonczone,
a nie istniejg zbiory aktualnie nieskoriczone.

Definicja

Zbidér A jest potencjalnie nieskonczony, gdy w zbiorze tym mozna
okredli¢ relacje R, ktora jest réwnoczesSnie asymetryczna i przechodnia
oraz dodatkowo spetnia warunek:

V x By (X Ry).

Przyktadem zbioru potencjalnie nieskonczonego jest zbi6r liczb natural-
nych N, gdyz w zbiorze tym mozna okresli¢ relacje nierdbwnosci < o na-
stepujacych trzech wiasnosciach:

X<y)—>r(y<x)
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(x<yAay<z) - (x<2)
VX 3y (X<Yy)

Podobnie potencjalnie nieskonczonym jest zbior liczb parzystych,
gdyz dla kazdej liczby parzystej istnieje liczba parzysta od niej wieksza.

Jezeli wszystkie elementy danego zbioru potencjalnie nieskoniczo-
nego istniejg rownoczesnie to zbidr jest aktualnie nieskonczony. We-
dhug intuicjonistow jest to niemozliwe.

Ponadto zwolennicy logiki intuicjonistycznej kwestionujg uniwer-
salng wazno$¢ klasycznego prawa wytgcznego Srodka:

1) pvrp

Wedtug intuicjonistow, prawo to nie stosuje sie do zbiorow nieskonczo-
nych. Dlatego, ze z tego, ze falszywe jest zdani —p nie wynika na
gruncie logiki intuicjonistycznej, ze prawdziwe jest zdanie p.
Twierdzeniami logiki intuicjonistycznej sa formuty:

) [P~ (@ArQ)] - rp

©) p—r(-p)

(4) (PArpP) -q

Natomiast nie sg twierdzeniami logiki intuicjonistycznej formuty:
(%) [Fp-(@Ar-Q]-p

(6) r(rp)-p

Formuta (5) nie jest prawem logiki intuicjonistycznej dlatego, ze gdy za
zmienng p podstawimy formute 3x P(x) stwierdzajaca, Ze istnieje
przedmiot x, ktéry ma wiasnos¢ P, to jezeli formuta ~3x P(x) impli-
kuje sprzecznosc, to nie znaczy, ze istnieje przedmiot o wtasnosci P.
Formuta
(7) [~ Exp(X)] - ExP (x)
jest szczego6lnym przypadkiem formuty (5) i rowniez nie jest prawem
logiki intuicjonistycznej.
Analogicznie szczegolnym przypadkiem formuty (6) jest schemat:

~ [~ EXP(X)] - EXP (X)
ktora stwierdza, ze jezeli nieprawda jest, ze nie istnieje przedmiot o
whasnosci P, to w takim wypadku istnieje przedmiot o wiasnosci P, co
jest niezgodne z intuicjami znajdujgcymi sie u podstaw logiki intuicjo-
nistycznej.
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Wedlug logikow i matematykdéw intuicjonistycznych, aby przedmiot
abstrakcyjny w rzeczywistosci matematycznej istniat, to musi by¢ efek-
tywnie skonstruowany. W przypadku gdy nie istnieje efektywna proce-
dura konstrukcji danego przedmiotu, to nie mozemy twierdzi¢, Ze ten
przedmiot istnieje.

Innym przyktadem logiki, w ktorej nie w petni zachowane sg intuicje
logiki klasycznej, jest logika trojwartosciowa Jana tukasiewicza. We-
dlug Jana ktukasiewicza, niektore zdania stwierdzajg zachodzenie pew-
nych zdarzen. W chwili obecnej zdarzenia przeszte i teraZniejsze sg w
petni zdeterminowane, natomiast wsrdd przysztych zdarzen niektore sg
w petlni wyznaczone przez obecny stan Swiata, a niektore nie sg catko-
wicie wyznaczone przez aktualng rzeczywistoS¢. Niezdeterminowane
zdarzenia tukasiewicz nazywat mozliwymizdarzeniami i przypisywat
im warto$C logiczng tukasiewicz sgdzit, ze albo mozliwos¢ jest
niestopniowalna i wtedy istniejg trzy wartosci logiczne: 0, % 1 (falsz,
mozliwo$¢ i prawda), albo tez mozliwo$¢ jest nieskonczenie stopnio-
walna i wtedy istnieje nieskonczenie wiele wartosci logicznych z prze-
dziatu [0,1], W tym wypadku Lukasiewicz warto$¢ logiczng zdania in-
terpretowat jako prawdopodobienstwo stanu rzeczy, ktory to zdanie opi-
suje. Logika tréjwartosciowa tukasiewicza jest ostabieniem logiki kla-
sycznej i na przyktad nastepujace formuty nie sg jej prawami :

pvep. - (PA-D)
r(Perp.(PATP) - Q
Natomiast, kazde prawo logiczne logiki trojwartoSciowej jest zarazem
prawem logiki klasyczne;j.

Intuicyjnie mozemy powiedzie¢, ze rdznica miedzy logika klasyczng
a trojwartoSciowg logikg tukasiewicza jest pochodna w stosunku do
pewnych réznic, dotyczacych statusu ontologicznego catkowicie zde-
terminowanej terazniejszosci i nie we wszystkich szczegdtach zdetermi-
nowanej przysztosci.

Zgodnie z fizyka kwantowa, pewne konstrukcje logiczne i jezykowe
powstate na bazie obserwacji Swiata dostepnego dla ludzkich zmystéw,
gdy odnosimy je do mikroSwiata, to tracg swoj sens. W zwigzku z tym
G. Birkhoff i J. von Neumann w pracy The logic of quantum mechanics
skonstruowali system tzw. logiki mechaniki kwantowej, albo inaczej
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system logiki modularnej. Logika ta stanowi dobry przykfad na to, ze
gdy zawodzi nas intuicja, ktdrej zrédiem jest obserwacja zmystowa,
ktéra nie dociera do mikro$wiata, to mozemy skutecznie postuzyC sie
formalizmem matematycznym.

W klasycznym rachunku zdan, zaksjomatyzowanym po raz pierwszy
przez Gottloba Fregego, wystepuja wylacznie spojniki  prawdziwo-
sciowe. W zwigzku z tym, w dowolnym jezyku w ktérym obowigzuje
logika Klasyczna, zdania o tej samej wartosci logicznej sg wzajemnie
wymienialne we wszystkich kontekstach zdaniowych. Dlatego Frege
przyjmowat, zgodnie z zasadg Leibniza identycznosci nieodroznialnych
zatozenie, ze zdania sa nazwami swoich wartosci logicznych.

Wedtug Fregego, poszczeg6lne zdania prawdziwe sg wyrazeniami
wskazujagcymi tylko na rézne aspekty tego samego bytu, a poszczeg6line
zdania fatszywe wskazujg rézne aspekty niebytu.

Najdobitniej ten poglad Fregego wyrazit Jan Lukasiewicz w okresie,
gdy byt zafascynowany logikg i filozofig Fregego i w pracy [6] napisat
miedzy innymi:

»-Dwa rézne zdania prawdziwe, na przykfad ‘2 razy 2 jest cztery’ i
‘Warszawa lezy nad Wistg’ roznig sie tylko swag trescig, oznaczajg zas
ten sam przedmiot, to jest prawde, tak jak wyrazenie ‘2 razy 2’ i ‘3 wie-
cej 1’ rdznig sie tylko swojg trescig, oznaczajg za$ ten sam przedmiot, to
jest liczbe 4. Wszystkie zdania prawdziwe oznaczajg jeden i ten sam
przedmiot, mianowicie prawde, a wszystkie zdania falszywe oznaczajg
ten sam przedmiot, mianowicie falsz. Prawde i falsz uwazam za przed-
mioty w tym samym znaczeniu jednostkowe co liczby 2 lub 4. Mamy
tyle roznych nazw jednej tylko prawdy, ile zdan prawdziwych i tyle réz-
nych nazw jednego tylko fatszu, ile zdann fatszywych. Ontologicznie
prawdzie odpowiada byt, falszowi niebyt”

Roman Suszko (1919-1979), wybitny logik polski, zakwestionowat
poglad Fregego, ze zdania sg nazwami swoich wartosci logicznych i za
Wittgensteinem gtosit, ze zdania w sensie logicznym przedstawiajg sy-
tuacje. W zwiagzku z tym uwazat, ze w jezyku ontologii winny wystepo-
waé zmienne zdaniowe oraz spéjnik identycznosci. Wedtug Suszki,
zmienne zdaniowe nie sg schematycznymi literami reprezentujgcymi
zdania w sensie logicznym, tylko przyjmuja warto$ci w zbiorze Kkorela-
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tow semantycznych zdan, ktérymi sg sytuacje. Z kolei spojnik identycz-
nosci ,, = " taczy dwa dowolne zdania a oraz B w jedno zdanie ztozone:

a = B, ktore jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy oba zdania skia-
dowe a i B odnoszg sie do tej samej sytuacji. Zarysowane tutaj intuicje
ontologiczne i logiczne stanowig podloze stworzonej przez Romana
Suszke logiki, nazwanej przez jej autora, logikg niefregowska. Logika
ta powstaje z logiki klasycznej przez dodanie do jej alfabetu spdjnika
identycznosci dla ktérego przyjmuje sie miedzy innymi tzw. spe-
cjalny aksjomat identycznosci-.

(8) (P=q) - (p~0q)

ktory stwierdza, ze jezeli dwie sytuacje sg identyczne, to obie réwnocze-
$nie zachodza, badz tez obie réwnoczesnie nie zachodza. Nazwa spe-
cjalny aksjomat identycznosci, bierze sie stad, ze nie ma on swojego od-
powiednika wsrod aksjomatow dla predykatu identycznosci. Odwrocenie
formuty (8) czyli formute:

(AF) (p~a) - (p=q)

Suszko nazywat aksjomatem Fregego, gdyz stwierdza ona, ze jezeli dwa
zdania sg roéwnowazne, czyli majg te samg wartos¢ logiczng, to przed-
stawiajg one te samg sytuacje.

PrzedstawiliSmy tutaj intuicyjne podloze niektorych wspotczesnie
rozwijanych rachunkdw logicznych, takich jak klasyczny rachunek zdan,
intuicjonistyczny rachunek zdan, logika mechaniki kwantowej oraz lo-
gika niefregowska.

Intuicja w naukach formalnych. OméwilisSmy dosy¢ szeroko - jak
na niespecjalistyczne, ogoélno-filozoficzne rozwazania - przedmiot nauk
formalnych w celu wskazania momentéw, w ktérych interweniuje rozu-
mowanie intuicyjne. Intuicyjne rozumowanie przeciwstawiamy tutaj
rozumowaniu $ciSle okreSlonemu pod wzgledem formalnym. Uczony
rozumuje intuicyjnie, gdy nie ma Swiadomosci, wedtug jakich regut lo-
gicznych jego rozumowanie przebiega, domysla sie jedynie, czy tez
przewiduje, ze zachodza pewne zwigzki logiczne miedzy branymi przez
niego pod uwage zdaniami bgdZ zbiorami zdan.

W S$wietle tego, co zostato napisane, intuicja jest obecha w kazdym
stadium uprawiania nauk formalnych, a wiec zaréwno w stadium two-
rzenia teorii formalnej na podstawie danych szeroko rozumianego do-
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Swiadczenia, jak i na etapie rozwijania, systematyzowania i aksjomaty-
zacji teorii oraz w stadium zastosowan teorii. Omowimy obecnie zwieZle
role intuicji w poszczegdblnych stadiach.

3.1 Podtoze intuicyjne teorii formalnych. U Zrédet nauk formal-
nych znajduje sie wiele rdznych rodzajéw intuicji. Mowigc o podiozu
intuicyjnym teorii formalnych mamy na mysli przede wszystkim to, ze z
wystepujacych w przyrodzie wielkosci empirycznych zostaty najpierw
wyabstrahowane takie pojecia jak: pojecie liczby naturalnej, wymiernej,
rzeczywistej, pojecie wektora, zdarzenia elementarnego, pojecie praw-
dopodobienstwa zdarzenia i pojecia podobne, a nastepnie terminy te
zostaty sprecyzowane za pomocg Scistych poje¢ teoriomnogo$ciowych
takich jak: zbior, relacja, funkcja.

Pierwotnie liczby naturalne traktowano intuicyjnie jako podstawowe
miary ilosci elementéw, a nastepnie jako moce zbioréw skonczonych, az
dopiero pod koniec XIX wieku niemiecki matematyk Dedekind i wioski
matematyk Peano podali zadawalajgcg aksjomatyke dla liczb natural-
nych. Jednak, jak udowodnit Godel w 1931 roku, z aksjomatyki tej, sto-
sujac tylko w skonczonej liczbie krokéw reguty logiczne, nie mozna
wyprowadzi¢ wszystkich twierdzenn prawdziwych w dziedzinie liczb
naturalnych.

Podobnie w geometrii przestrzen fizyczng R reprezentujemy naj-
pierw przez przestrzeh geometryczng czyli zbiér uniwersalny albo zbidr
pelny punktow A, a w dalszej kolejnosci, kazdy punkt przestrzeni trak-
tujemy jako uporzadkowang tréjke liczb rzeczywistych (x, y, z). Od-
cinki, proste, trojkaty, okregi oraz pozostate figury geometryczne sg
wtedy SciSle okreSlonymi zbiorami punktéw bedacymi podzbiorami
przestrzeni A. W przestrzeni euklidesowej jako przestrzeni jednorodnej
nie wyrdznia sie zadnych punktow czyli zaden punkt ze zbioru A nie jest
elementem wyr6znionym. W geometrii szkolnej rozwaza sie oprécz
relacji miedzy punktami takimi jak: punkt b znajduje sie miedzy punk-
tami a i ¢, rowniez réznorodne relacje miedzy figurami, czyli zbiorami
punktow, takie jak rownolegtos¢ prostych czy podobienstwo trojkatow i
inne.

Pierwszy z omawianych tutaj rodzajow intuicji znajdujacy sie w na-
ukach formalnych, jest to ten jej rodzaj, ktory prowadzi od spostrzezen i
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obserwacji empirycznych do nazw abstrakcyjnych i poje¢ formalnych,
na przyktad do pojecia liczby, zbioru, trojkata i podobnych. Ten rodzaj
intuicji jest SciSle zwigzany z procesem myslowym zwanym procesem
abstrakcji.

Drugi rodzaj intuicji prowadzi od poje¢ abstrakcyjnych mniej ogél-
nych do bardziej ogdinych, na przyktad, od pojecia liczby naturalnej do
pojecia liczby catkowitej, a nastepnie od pojecia liczby catkowitej do
pojecia liczby wymiernej i analogicznie, od liczb wymiernych do rze-
czywistych i od liczb rzeczywistych do liczb zespolonych. W bardziej
zaawansowanej matematyce podobnie od pewnych struktur abstrakcyj-
nych mniej ogdlnych przechodzi sie do bardziej ogolnych, na przyktad
od ciala zbioréw do pojecia algebry Boole’a, badZz od zbioru liczb rze-
czywistych do dowolnego ciata liczbowego. Te drugie z wymienionych
poje¢ sa ogolniejsze, gdyz kazde ciato zbiorow jest algebrg Boole’a, a
nie kazda algebra Boole’a jest ciatem zbioréw, podobnie liczby rzeczy-
wiste stanowig szczegélny rodzaj ciata liczbowego mianowicie stanowig
ciato uporzadkowane w sposob ciggty.

Zarobwno w trakcie abstrahowania jak i uogdlniania matematycy Kkie-
rujg sie intuicja, gdyz na og6t z gory nie wiedzg od jakich wikasnosci
owocne jest abstrahowac, i w jakim kierunku nalezy pojecia uogélniac.

Pierwszy z omawianych tu rodzajéw intuicji prowadzi od konkretu
do abstraktu, to znaczy od przedmiotobw konkretnych do przedmiotéw
abstrakcyjnych, a drugi rodzaj intuicji prowadzi od poje¢ abstrakcyjnych
mniej ogblnych, do poje¢ abstrakcyjnych bardziej ogolnych.

Wspotczesnie, aby z danego fragmentu rzeczywistoSci empirycznej
R wydoby¢ jego strukture formalng ujmujemy go w teoriomnogosciowe
ramy tzn. traktujemy go jako zbiér A pewnego typu obiektow wraz z
wyréznionymi w nim podzbiorami: Z, Z, ..i ewentualnie wyréznio-
nymi elementami: a, b, c,... oraz okreSlonymi na tym zbiorze relacjami:
R, R, ..,R,, i funkcjami: F,F,,...F,

W rezultacie otrzymujemy dziedzine matematyczna:
A, 2,Z,, RR,..R, FF,.Fa b, c.)
bedaca modelem dla pewnego jezyka predykatow pierwszego rzedu.

Majac dang dziedzine matematyczng powstaje problem, jakie ter-
miny nalezy zdefiniowac, aby jak najtrafniej te dziedzine scharaktery-
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zowaé. Jest to tak zwany problem definiowalnosci semantycznej, czyli
problem definiowalno$ci w danej ustalonej strukturze.

Na przyktad, w geometrii postugujac sie jedynie zmiennymi, termi-
nami pierwotnymi geometrii i terminami logicznymi definiuje sie rdzne
rodzaje figur geometrycznych. Z kolei w oparciu o pojecie trojkata i
postugujac sie terminami pierwotnymi geometrii definiuje sie takie ter-
miny, jak wysokos¢ tréjkata, Srodkowa, symetralng boku i inne terminy,
tak aby uzyskac jak najwiecej twierdzen dotyczacych trojkatow.

3.2 Intuicje zwigzane z formalng trescig teorii. Przez teorie rozu-
miemy tutaj, zgodnie ze wspotczesng logika, zbiér zdan i formut zda-
niowych domkniety na swoje konsekwencje logiczne. Nie interesujg nas
tutaj jednak najzupetniej dowolne teorie formalne, tylko te, ktore sg re-
zultatem badan logicznych i matematycznych, czyli takie, ktére zaspa-
kajaja pewne potrzeby poznawcze, gdyz u ich podtoza znajdujg sie okre-
§lone intuicje dotyczace szeroko rozumianej rzeczywistosci. Przyjmu-
jemy tutaj, ze kazda teoria formalna jest okreslona w pewnym sformali-
zowanym jezyku.

Lyndon w [5] zwraca uwage, ze istniejg przynajmniej dwa rodzaje teorii
matematycznych

(1) teorie opisujgce SciSle okreSlong S$rodkami teoriomnogo$ciowymi
dziedzine matematyczng, czyli teorie takie, jak teoriomnogoSciowo
okres$lona arytmetyka liczb naturalnych, geometria analityczna, rachunek
rozniczkowy i catkowy, teoria funkcji analitycznych okreSlonych na
ptaszczyZnie zespolonej, czy teoria funkcji o warto$ciach rzeczywistych.

(2) teorie okreSlone aksjomatycznie jak teoria grup, pierscieni lub algebr
Boole’a.

Teorie pierwszego rodzaju sg tworzone w celu opisania jednej $cisle
okreslonej dziedziny matematycznej. Okazuje sie jednak, Zze teorie te
moga by¢ prawdziwe w wielu réznych nieizomorficznych strukturach. Z
kolei teorie drugiego rodzaju sg tworzone z myslg o pewnej Klasie
struktur matematycznych, na przyktad klasie wszystkich grup, pierscieni
badz klasie wszystkich algebr Boole’a. Ze wzgledu na to, ze teoria al-
gebr Boole’a jest ogdtem formut, ktdre sg prawdziwe we wszystkich
algebrach Boole’a, to istniejg zdania sformutowane w jezyku tych al-
gebr takie, ze ani one, ani ich negacje nie sg twierdzeniami teorii algebr
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Boole’a, gdyz zdania te sg prawdziwe przyktadowo w algebrach atomo-
wych, a nie sg prawdziwe w algebrach bezatomowych.

Mozna uznaé, Zze teorie drugiego rodzaju powstaty przez odpo-
wiednie uogdlnienie teorii pierwszego rodzaju. W obu rodzajach teorii
powstaje problem zwigzkéw dedukcyjnych miedzy formulami nalezg-
cymi do jezykéw danej teorii.

W badaniu zwigzkéw dedukcyjnych miedzy zdaniami tej samej teo-
rii, a nawet zdaniami roznych rodzajow teorii, najpetniej ujawnia sie
intuicja matematykow. Podstawowe dziedziny matematyczne sg bowiem
ze sobg ScisSle powigzane. Znajduje to wyraz w twierdzeniach i formu-
fach, ktére wigza ze sobg wiele struktur. Dobrym przykladem jest wzor
Eulera:

e"+1=0
gdzie:
stata liczbowa e jest granicg ciggu: (1 + ¥5)"

Mjest stosunkiem dtugosci dowolnego okregu do jego Srednicy.
1-jest elementem neutralnym dla mnozenia, tzn. dla dowolnej liczby a,
o-1=1-a=a

jest elementem neutralnym dla dodawania czyli dla dowolnej liczby a,

0+0=0+a=a
i jest liczbg taka, ze i? =1, zwang liczbg urojona. Liczba ta zostata
wprowadzona do matematyki przez wioskiego matematyka Cardana.

Wz6r Eulera wigze ze sobg pie¢ podstawowych statych liczbowych
znanych z réznych dziatbw matematyki. Liczby: O, 1 sg znane ze
wszystkich dziatow matematyki, a przede wszystkim z arytmetyki i al-
gebry, liczbam jest podstawowsg statg geometrii, liczba e jest znana z
analizy matematycznej, a z kolei liczba i z algebry.

W historii matematyki znanych jest wiele odkry¢ i hipotez wskazu-
jacych na niezwyklg zdolno$¢ matematykéw *’widzenia” trudno uchwyt-
nych, nieoczekiwanych zwigzkow miedzy poszczegdlnymi abstraktami
oraz strukturami matematycznymi. Wybitny matematyk Jacques Hada-
mard w ksigzce Psychologia odkry¢ matematycznych nazywa je wrecz
»paradoksalnymi przyktadami intuicji”; najbardziej znanym przykiadem
jest wielkie twierdzenie Fermata.
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Pierre Fermat (1601-1661), urzednik francuski, na marginesie
ksigzki Diofantosa w 1637 roku napisat:

Dla zadnego n naturalnego i n > 2 nie istniejg rozwigzania réwna
nia: x" + y" = z" w liczbach naturalnych. Z braku miejsca nie podaje
dowodu.

Opublikowano te hipoteze w 1670 roku i mimo wysitkéw niezliczo-
nej liczby matematykéw nie udato sie jej przez trzysta lat ani udowod-
ni¢, ani obali¢. Dopiero w 1994 roku Andrew John Wiles, stosujac naj-
nowocze$niejsze metody matematyczne zaczerpniete z topologii i geo-
metrii algebraicznej, udowodnit prawdziwo$¢ twierdzenia Fermata. Do-
waod liczyt 200 stronic maszynopisu. Prawie rownie stynna, co twierdze-
nia Fermata, jest hipoteza Goldbacha. Hipoteza ta jest znana w sformu-
towaniu Eulera i stwierdza ona, ze:

Kazda liczba naturalna parzysta wieksza od dwdch jest sumg dwdch
liczb pierwszych. Goldbach przedstawit swojg hipoteze w liscie do Eu-
lera w 1742 roku. Dzieki zastosowaniu wspotczesnych technik oblicze-
niowych, wspomaganych najnowszymi komputerami, udowodniono te
hipoteze dla liczb mniejszych niz 4107 , natomiast w catej ogdlnosci
dotad hipotezy tej nie udato sie udowodnié. Niemniej jednak wiekszo$¢
matematykdw, znajacych istote tego zagadnienia, uwaza te hipoteze za
prawdziwg. Przytoczymy jeszcze jeden stynny przykiad genialnej intu-
icji, a mianowicie wielki matematyk niemiecki, Bernhard Riemann
(1826-1866), wprowadzit funkcje ¢ (z) o argumentach zespolonych,
okreslong wzorem:

(@) =3 L
i postawit pewng hipoteze dotyczacych jej miejsc zerowych.

Funkcja tg taczy w sobie wiele zagadnien dotyczacych funkcji ana-
litycznych, szeregébw nieskonfczonych, probleméw catkowych, a przede
wszystkim rozmieszczenia liczb pierwszych na osi liczbowe;j.

Stynny matematyk niemiecki Dawid Hilbert powiedziat: ,,gdyby mi
dane bylo zmartwychwsta¢ za dwieScie lat, to nie spytatbym o postepy
ludzkie na polu spotecznym ani o postepy techniczne, lecz przede
wszystkim o to, co wiadomo o miejscach zerowych funkcji dzeta, gdyz
jest to nie tylko najciekawsze zagadnienie matematyczne, ale najciekaw-
sze zagadnienie w ogole...” (cytuje za H. Steinhausem[8]).
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Cytat ten wskazuje, na przyktadzie Hilberta, na to, jak wielkie jest
zaangazowanie genialnych matematykbw w zywotne problemy mate-
matyczne. Dogtebna znajomo$¢ wielu dziatbw matematyki potaczona z
wielkim zaangazowaniem w jej problemy jest kluczem do wyjasnienia
intuicji matematycznej tych geniuszy. Zagadka jest to, ze wspomniani, a
takze inni genialni matematycy, znanymi w ich czasach Srodkami mate-
matycznymi nie mogli tych probleméw rozwigza¢, a jednak ‘odgady-
wali’ trafnie rozwigzanie tych probleméw.

3.3 Intuicja w zastosowaniach teorii formalnych. Teorie mate-
matyczne i logiczne znajdujg zastosowaniem w technice i w prawie
wszystkich zaawansowanych naukach. Kepler, dla opisu ruchu planet,
postuzyt sie osiggnieciami geometrii greckiej dotyczacymi wiasnosci
elipsy. Jesliby nie znat pojecia elipsy, nie umiatby opisa¢ ruchu planet.
Wspotczesna fizyka nie jest w stanie wyjasni¢ wielu zjawisk zachodza-
cych na poziomie atomowym oraz kwantowym, bez postugiwania sie
abstrakcyjnymi  teoriami matematycznymi. Dzieki zastosowaniom ra-
chunku prawdopodobienstwa i statystyki mozemy z duzg dokfadnoscig
prognozowa¢ pogode i przewidywaé wyniki wyboréw. Jednym ze Zrodet
roznorodnych zastosowan matematyki jest to, ze pewne struktury mate-
matyczne moga stanowi¢ dogodny model dla zjawisk zachodzacych w
przyrodzie i w spoteczenstwie.

Konieczno$¢ postugiwania sie matematyka w nauce i technice wy-
nika miedzy innymi z nastepujgcych dwoch powoddéw: 1) aby poznaé
prawa przyrody, musimy abstrahowa¢ od czynnikéw przypadkowych,
nieistotnych, a zaklécajacych dziatania tych praw; 2) przypadku pozna-
wania mikro$wiata musimy wykracza¢ poza ,.zmystowe formy pozna-
nia”.

Na ogo6t czynniki przypadkowe modyfikujg dziatania praw przyrody
i dlatego mozna sparafrazowa¢ wypowiedZz Wittgensteina z Traktatu,
ktory pisat, ze ,Wydobycie z jezyka potocznego logiki naszego jezyka
jest niepodobienstwem, gdyz jezyk ten jest réwnie skomplikowany jak
cztowiek”, i powiedzieé, ze wydobycie praw przyrody wprost z obser-
wacji przyrody jest niepodobienstwem.

Dlatego, aby stosowa¢ matematyke lub logike, zmuszeni jestesmy
rzeczywisto$¢ empiryczng podda¢ pewnym uproszczeniom i idealiza-
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cjom, tak, aby w jezyku matematyki mozna bylo jg opisywat. W przy-
padku dowolnego realnego problemu rodzi sie pytanie: jakie przyjac
uproszczenia i idealizacje, aby dany problem rozwigzac? Nasza planete
Ziemie w pewnych zagadnieniach astronomicznych traktujemy jako
punkt, a w innych traktujemy jako kule, podobnie kawatek drutu dla
pewnych celdw traktujemy jako odcinek, a dla innych celéw jako walec.
W ksigzce [5] Lyndon napisat: ,formalne badanie jakiegokolwiek rze-
czywistego przedmiotu rozpoczyna sie od znalezienia odpowiedniej
abstrakcyjnej, wyidealizowanej charakteryzacji wybranej tak, by zacho-
wata te cechy oryginalnego przedmiotu, ktore sg istotne dla tego zada-
nia”.

Drugi z wymienionych powodéw wynika stad, ze nasze zmysty
przystosowane sg do obserwacji skonczonej liczby przedmiotéw ,,nie
zbyt duzych” i ,nie zbyt matych”, takich, jakie znajdowaty sie w najbliz-
szym otoczeniu cziowieka w czasach, gdy formulowata sie Swiadomosé
ludzka [9], Dlatego w poznawaniu mikro$wiata zawodzi nas czesto in-
tuicja zdroworozsagdkowa i musimy wykracza¢ ,poza zmystowe formy
poznania”, a w trafnym kierunku prowadzi nas jedynie odpowiednio
dobrany formalizm matematyczny.

Aby dla rozwigzania dowolnego problemu mozliwe bylo zastosowa-
nie matematyki czy logiki, to musimy najpierw ustali¢ formalng struk-
ture fragmentu rzeczywistosci, ktdrego problem dotyczy. W tym celu na
0g6t ujmujemy ten fragment rzeczywistosci za pomoca Scistych pojeé
teorio-mnogosciowych, takich jak: zbidr, relacja, funkcja oraz ustalamy,
z jakimi zbiorami przedmiotow mamy w danym przypadku do czynie-
nia, a nastepnie wyrézniamy podzbiory tych przedmiotéw i relacje, ktore
sg istotne dla danego problemu. Piszagc o tym, chce zwrdci¢ uwage na
dwa aspekty zwigzane z zastosowaniem teorii matematycznych:

(1) konieczno$é poddania rzeczywistosci empirycznej pewnym uprosz-
czeniom i idealizacjom, tak aby w jezyku matematyki mozna byto jg
opisywac;

(2) szczegolng role pojec teorio-mnogosciowych, takich jak: zbior, rela-
cja, funkcja.

Podsumowanie. Nauki formalne, a w szczeg6lnosci matematyka,
nie badajg w calej rozciagtosci zadnej catosci danej nam w poznaniu
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empirycznym, tylko nauki te badajg formalna strukture danego frag-
mentu rzeczywistosci, na przyklad logika bada formalng strone rozumo-
warn uzasadniajacych.

Pierwszy rodzaj intuicji omawiany w tej pracy jest Scisle zwigzany z
wykrywaniem w danej catosci jej struktury formalnej, czyli punkt wyj-
§cia nauk formalnych jest obserwacyjno-intuicyjny. Wigze sie on $cisle z
wyborem odpowiedniej terminologii stuzacej do opisu rozwazanej
struktury. Podstawowe pojecia formalne, takie jak: punkt, zbidr, liczba,
relacja stuzg do opisu dowolnej struktury.

Drugi rodzaj intuicji jest zwigzany z uogdlnianiem pojeé, to znaczy z
przechodzeniem od poje¢ abstrakcyjnych mniej ogo6lnych do bardziej
ogolnych. Trzeci rodzaj intuicji zwigzany jest z uzasadnianiem twier-
dzeri w naukach formalnych. Od czaséw Hansa Reichenbacha w filozofii
nauki odroznia sie w badaniach prowadzonych nad nauka ,.kontekst od-
krycia” i ,kontekst uzasadnienia”. Prawa naukowe muszg by¢ uzasad-
nione zgodnie z wymogami wspotczesnej logiki i filozofii nauki, czyli
muszg by¢ intersubiektywnie sprawdzalne. Natomiast odkrycie danego
prawa naukowego, ‘wpadniecie na pomyst’ wykracza poza rozwazania
logiczne i zawsze zawiera pewien element intuicyjny. W przypadku
nauk formalnych wszelkie twierdzenia uzasadnia sie w sposob deduk-
cyjny. Rozumowanie dedukcyjne moze by¢ S$cisSle sformalizowane, ale
odkrycie danego dowodu czy odkrycie tylko mysli przewodniej danego
dowodu ma na og6t charakter nieformalny, czyli intuicyjny.

Aby dana teoria formalna byla teorig naukowa, a nie tylko formalna
grag symbolami, to teoria ta musi mie¢ interesujgce interpretacje, ktore -
zgodnie z postulatem J. tukasiewicza wyrazonym w pracy [7] - zaspa-
kajaja, a przynajmniej przyczyniajg sie do zaspokojenia jakich§ og6lno-
ludzkich potrzeb poznawczych.

Artykut ten jest probg wskazania na réznorodne elementy intuicyjne,
ktore znajdujg sie w naukach dedukcyjnych sformalizowanych. Pewne
intuicje znajdujg sie u podtoza tych nauk, a inne w trakcie rozwijania
formalnych teorii, a jeszcze inne trakcie réznorodnych zastosowan sfor-
malizowanych teorii dedukcyjnych.
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Summary

The article presents certain attempt to indicate various intuitive ele-
ments, that occur in formal deductive sciences. First kind of intuitions
underlies formal theories, second sort of intuitions appears within the
development process of those theories; and other sort of intuitions occurs
within applications of formal deductive sciences.

Problem of intuition is examined here from the viewpoint of phi-
losophy of sciences an not from the viewpoint of psychology or mathe-
matics. In general, intuition is considered here as certain bridge that con-
nects observations (interpreted in a wide sense) with a strictly decuctive
reasoning.

Key words: Intuition, formal theory, underlay of formal theory, appli-
cation of formal theory.



