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1. WSTEP

Niniejsza praca, co sugeruje juz sam jej tytul, nawigzuje Scisle do
artykulu A. Tarskiego Prawda i dowéd, opublikowanego w polskiej
wersji jezykowej w ,,Studiach Filozoficznych” ?.

Artykut Tarskiego jest dos¢ popularnym i nietechnicznym, ale
za to z pierwszej reki, zarysem Tarkiego teorii prawdy i jej kon-
sekwencji metalogicznych, podanej w zestawieniu z epokowymi odkry-
ciami Kurta Gédla z 1931 roku?

Wiadomo, ze oryginalny wyklad teorii prawdy zawar! Tarski w
monografii Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych ®, zas rozprawa
The semantic conception of truth and the foundation of semantics* po-
$wiecona jest nieformalnej prezentacji wynikéw z Pojecia prawdy..., za-
wiera tez rezultaty nowe, zwlaszcza o charakterze filozoficznym i metodo-
logicznym, jak réwniez duza i bogata czes¢ polemiczng.

Niniejsza praca adresowana jest przede wszystkim do studenta filo-
zofii, ktéry pragnie zapoznaé sie z rudymentami.teorii Tarskiego
i Goédla iich najprostszymi konsekwencjami matematycznymi.

Propozycja nie dotyczy wymienionych przed chwilg publikacji ory-
ginalnych, ktére dla poczatkujacego studenta mogg byé za trudne (za-

1 A Tarski: Prawda i dowdd. ,Studia Filozoficzne” 1984, nr 2, s. 9—30. Tekst
oryginalny: Ide m: Truth and proof. ,Scientific American” 1969, nr 220(6), s. 63—617.

2 K, Gédel: Uber formal unentscheidbare Sdtze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme. I. ,Monatshefte fiir Mathematik und Physik” 1931, nr 38, s.
173—198. Przeklady angielskie m.in. w: From Frege to Godel (red. J. van Heije-
noort). Cambridge 1967 oraz K. Gddel: Collected Works. Vol. 1 (red. S. Fefer-
man et al), Oxford 1986. ’

3 A. Tarski: Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, ,Prace Towa-
rzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydzial III”. Warszawa 1933, nr 34.

¢ Idem: The semantic conception of truth and the foundation of semantics.
,»Philosophy and Phenomenological Research™ 1944, nr 4, s. 341—376.
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réwno ze wzgledéw rachunkowych jak i jezykowych), ale wlasnie arty-
kutu Prawda i dowdd, ktéry jest nieformalny, swietnie napisany i latwo
dostepny. Proponuje sie studentowi, aby lekture Prawdy i dowodu uzu-
pelil niniejszym tekstem, a dopiero pdzniej siegnagt do publikacji bar-
dziej zaawansowanych.

- T Z semantyczng teoriag prawdy Tarskiego student filozofii spoty-
ka sie juz na pierwszym roku studiéw, badz w poczatkach drugiego, kie-
dy to definiuje sie (przez'spelnianie) prawde w dziedzinie odniesiong do
zdan jezyka pierwszego rzedu, a wiec —do jezyka sformalizowanego. Juz
wtedy mozna poruszy¢ zagadnienie prawdy w odniesieniu do zdan jezyka
naturalnego oraz wzmiankowaé¢ o twierdzeniach limitacyjnych dla for-
malizméw pierwszego rzedu, w szczegdlnosci — o twierdzeniach Gédla
o niepelnosci arytmetyki formalnej oraz o twierdzeniu Tarskiego
oiniedefiniowalnosci prawdy arytmetycznej (tzn. o nieistnieniu predykatu
arytmetycznego w jezyku I rzedu, ktérego ekstensja bylaby identyczna
ze zbiorem numeréw prawdziwych zdan arytmetycznych).

1. Semantyczng teorie prawdy prezentowaé¢ tez mozna na III roku filo-
zofii w ramach przedmiotu Metodologia nauk, szczegélnie wtedy, gdy
przynajmniej cze$¢ owego przedmiotu wykladana ‘jest jako formalna
metodologia nauk, w Scistym nawigzaniu do polskiej tradycji zastosowan
logiki w metodologii, reprezentowanej pracami A jdukiewicza, Ko-
koszynskiej-Lutmanowej, Suszki, Przeteckiego
iWéjcickiego.

Kolejne punkty niniejszej pracy sg szczegélowymi nawigzaniami do
niektérych watkow Prawdy i dowodu. : b :

Punkt II zawiera zestaw ¢wiczen na temat rozréznien: jezyk vs. me-
tajezyk, uzycie vs. wymienienie wyrazenia. Sg to na ogo6t ¢wiczenia ele-
mentarne, chociaz niektére metazagadki nie majg natychmiastowych roz-
wigzan.

W punkecie III zamieszczono kilka szczegélowych uwag o wyrazeniach
samostosowalnych, gléwnie w nawigzaniu do tej wersji paradoksu kiam-
cy, ktora znajdujemy w Prawdzie i dowodzie.

W punkcie IV pokazujemy dwa sposoby konstruowania nazw i zdan
samoodno$nych.

W punkcie V przedstawiamy pewien system formalny S, pochodzacy
od R. M. Smullyana, ktéry pozwala na przeprowadzenie rozumowan
przekatniowych, prowadzacych do twierdzen (a la Gédel i Tarski)
o niezupelnosci i niedefiniowalnosci.

Niniejsze opracowanie jest prawie w caloci oparte na stynnym
i powszechnie uznanym artykule R. Smullyana Languages in which
self reference is possible (,,Journal of Symbolic Logic” 1957, nr 22, s. 55—
67) oraz na jego pieknej ksigzce The lady or the tiger? (New York 1982).



Wokét ,,Prawdy i dowodu” A. Tarskiego 13

II. JEZYK VS. METAJEZYK; UZYCIE A WYMIENIENIE WYRAZENIA .

Tytulowe pojecia punktu II proponujemy" zilustrowa¢ pigcioma éwicze-
niami.
et

CWICZENIE 1. B.'Russel w ksigzce M6j rozwéj filozoficzny ® za-
cytowal (wymienil) nastepujace zdanie:
“t -To, co znaczy jest, a zatem rézni sie od jest, poniewaz ,jest jest” by-
toby niedorzecznosciq. ' '

Przeanalizuj sens zdania Rissela. Zapisz jego mysl za 'pomocy
kilku zdan prostych. Ktdre stowa w tym zdamu sa wymienione, a ktdre
uzyte.' '

CWICZENIE 2. Lewis Carrol w O tym, co Alicja odkryta po dru-
giej stronie lustra ® bawi czytelnika takim oto dialogiem Alicji z Ry-
cerzem: . '

- == Pozwdl, ze zaspiewam ci piosenke, zeby ciei pocieszyc.

— Czy to bardzo dluga piosenka? — zapytata Alicja (...).

— Jest diuga — powiedziat Rycerz — ale jest bardzo, bardzo piekna.
Kazdemu, kto ustyszal mnie $piewajqcego jq... albo naptywatly tzy do oczu,
albo t ks LY 1 gl | «£. f

s — Albo co? —zapytata Alicja, gdyz Rycerz urwal niespodziewanie.
r.— Albo nie naptywaly:; Nazwa tej piosenki nazywa si¢ Rybie Oczy. ,

—= To znaczy, tak sie nazywa ta piosenka? — powiedziata Alicja, sta-
rajgc sie okazaé zainteresowanie.

— Nie, nie rozumiesz — powiedziat Rycerz meco 2bity z tropu.

— Tak sie nazywa jej nazwa. A nazwa brzmi Staruszek.

— Wiece powinnam byla powiedzieé: ,Tak sie nazywa ta piosenka?”
— poprawita sie Alicja. ;i

— Nie, nie powinna$ byla, to zupetnie inna sprawa. Piosenka nazywa
sie Sposoby i Drogi; ale tak sie tylko nazywa, wiesz!

+— W takim razie, c6z to jest za piosenka? — powiedziata Alicja zu~
pelme juz zdezorientowana w tej chwili..,

— Wiaénie zblizatem sie do tego—-powzedzzal Rycerz. — Jest to pio-
senka O siedzagcym na furtce, a melodia jest moim wiasnym wynalaz-
kiem. (...)

— Ale melodia ta nie jest jego wlasnym wynalazkiem — powiedziata

5§ B. Russel: Méj rozwéj filozoficzny, Warszawa 1971, s. 66—67.
8 L. Carrol: O tym, co Alicja odkryla po drugiej stronie lustra. Warszawa
1972, 's. 121—122.1.



14 Jan Zygmunt

do siebie — to Daje ci wszystko, co' ci moge daé. Stala stuchajgc w sku-
pieniu, lecz tzy nie nabiegly jej do oczu.

Przeanalizuj dialog Alicji z Rycerzem i zwr6¢ uwage na
funkcje, jaka w nim pelnig wyrazy pisane prostym drukiem. Odpowiedz
na nastepujace pytania: Jaka jest nazwa piosenki? Jaki jest jej tytul? Czy
tytut jest identyczny z nazwg? O czym jest piosenka? Jaka jest jej melo-
dia? Itd. itp. ‘

W ponizszych trzech metazagadkach, oraz w éwiczeniu 6 b. i bajce na
s. 21, predykaty osoba x moéwi prawde, osoba x jest prawdoméwna oraz
ich stylistyczne odmiany uwaza¢ bedziemy za réwnoznaczne ze zwrotem:
Kazde zdanie oznajmujgce wypowiedziane przez osobe x jest prawdziwe.

Analogicznie rozumie¢ bedziemy wyrazenia x jest klamcq, x ktamie
oraz ich stylistyczne wersje jako synonimiczne z predykatem: Kazde zda-
nie wypowiedziane przez osobe x jest fatszywe.

Przyjete zalozenia nie sg calkowicie niezgodne z potocznym rozumie-
niem rozwazanych wyrazen. Sg jednak od tego rozumienia rdzne, bo np.
klamca to takze ktos§, kto swiadomie drugiego wprowadza w blad, a praw-
doméwny — to méwiacy zgodnie ze swymi przekonaniami.

t

CWICZENIE 3. (Metazagadka 1). Jeden z dwéch braci blizniakéw,
imieniem Jan, popelnil przestepstwo. Rzecz w tym, by zidentyfikowaé
Jana. W S$ledztwie ustalono, ze co najmniej jeden z blizniakéw nigdy
nie méwi prawdy. W czasie procesu sedzia zadaje obydwu blizniakom to
samo pytanie: Czy oskarzony jest Janem? Pierwszy z nich odpowiada tak.
Drugi tez odpowiedzial, tylko nie wiemy, czy tak, czy nie. I na podstawie
obydwu odpowiedzi sedzia zidentyfikowal Jana. Pytanie do Czytelnika,
ktory jest Janem — pierwszy, czy drugi?

CWICZENIE 4. (Metazagadka 2). Pewng wyspe zamieszkujg tubyley,
ktérzy ze swej natury zawsze méwia prawde, badz nigdy nie méwia praw-
dy. Inaczej: wyspa zamieszkana jest przez ludzi dwéch kategorii — praw-
doméwnych i kltameéw. Na wyspe przyby! medrzec i napotkawszy dwéch
tubylcow, A i B, zapragnat zakwalifikowa¢ ich do kategorii, do ktérych na-
potkani naleza. Mieszkanicowi A postawil pytanie:

(1) Czy obaj jestescie prawdoméwni? :

Ten mu odpowiedzial tak lub nie — ale Czytelnik nie wie co—a po
namysle medrzec doszed}! do logicznego wniosku, ze na podstawie ustysza-
nej odpowiedzi nie zidentyfikuje napotkanych. Wtedy zadal mieszkancowi
A drugie pytanie:

(2) Czy obaj jestescie tej samej kategorii?

Medrzec ustyszal odpowiedz i zidentyfikowal spotkanych tubylcéw.

' 3
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Pytanie do Czytelnika: Do jakich kategorii (prawdoméwnych czy klam-
cow) nalezg A i B? !

' v

CWICZENIE 5. (Metazagadka 3); W sadzie toczy sie proces w sprawie
trzech podejrzanych. Ustalono, ze jeden z nich (ale nie ustalono ktéry)
jest prawdoméwny, drugi — nigdy nie méwi prawdy, krotko: jest klamea,
a trzeci jest normalnym czlowiekiem, ktéry niekiedy méwi prawde, a nie-
kiedy klamie. I ten wlasnie normalny cztowiek byt szpiegiem. Celem prze-
stuchan byto zidentyfikowanie szpiega. Przyjmijmy, ze A, B i C s imiona-
mi podejrzanych. Oto ich zeznania: o

a) A zeznal dokladnie jedno z dwojga: albo ze C jest szpiegiem, albo
ze C jest klamca; v

b) B zeznal dokladnie jedno z trojga: albo ze A jest prawdoméwny,
albo ze A jest klamca, albo ze A jest szpiegiem;

¢) C zeznat dokladnie jedno z trojga: albo ze B jest prawdoméwny,
albo ze B jest klamcg, albo ze B jest szpiegiem.

Na podstawie zeznan sedzia zidentyfikowal szpiega. Historie te opo-
wiedziano pewnemu logikowi, ktéory po wszechstronnym przeanalizowa-
niu sprawy oswiadczyl, ze nie ma wystarczajacych danych, by wskaza¢
wsrod podejrzanych szpiega. Wtedy powiedziano logikowi, co dokladnie
zeznal A. I na tej podstawie logik zidentyfikowatl szpiega. Pytanie do Czy-
telnika: Ktéry z podejrzanych jest szpiegiem — A, B, czy C?

n B P
III. UWAGI O ZDANIACH SAMOSTOSOWALNYCH )

Najwieksza slawg i zainteresowaniem logikéw cieszg sie te wypowie-
dzi samostosowalne, ktdre pojawiajg sie przy okazji prezentowania réz-
nych antynomii sematycznych. Z problematyksa samostosowalnosci wyra-
zen (inaczej: samoodnoszenia sie lub samozwrotnosci, ang. self-reference),
w ‘szczeg6lnosci ze zdaniami samostosowalnymi zetknal sie czytelnik w
artykule Tarskiego Prawda i dowéd. W niniejszym paragrafie poda-
my kilka szczeg6low na ten temat. Uwagi nasze nie wyczerpuja omawia-
nej kwestii. «

Zacznijmy od zdania wypisanego w wierszu oznaczonym cyfrg (1).
Powiemy o nim:

(1) To zdanie jest zlozone gramatycznie.

Czy zdanie (1) jest samostosowalne w tym sensie, ze méwi (stwierdza)
co$ o sobie samym? Tym co§ mialaby by¢ zlozonos¢ gramatyczna zdania
(1). Jest tak pod jednym wszakze warunkiem, ze zaimek wskazujacy To,
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stojacy na poczatku zdania (1), odnosi sie wiasnie do zdania (1). Warunek
ten ma charakter semantyczny i ustala (w naszym przypadku jednoznacz-
nie) 6w przedmiot, do ktdrego wyrazenie okazjonalne to si¢ odnosi. Wtedy
rzeczywiscie uwaza¢ mozemy, ze zdanie (1) méwi o sobie samym, ze jest
zlozone, Jest przy tym zdaniem falszywym! v 4

f- Gdybysmy ustalili inne znaczenie zaimka to i przyJehbysmy, na przy-
kiad, ze to odnosi si¢ dorpierwszego zdania niniejszego paragrafu, wtedy
zdania (1) nie uwazalibySmy;za samostosowalne. W tym przypadku stwier;
dzaloby ono o pierwszym zdaniu punktu III niniejszej pracy, ze,jest zlo-

zone. W dodatku (1) byloby, zdaniem prawdziwym. N T
Wezmy teraz pod rozwage odpowiednik zdania, ktérym poslugu]e sie
T arski, kiedy wyklada antynomie klamcy *: v ! {

(2) Zdanie napisane kursywq ma stronie 16 w mniniejszym artykule
nie jest prawdziwe. : NY Voo . &
Czy (2) jest zdaniem zwroinym? Przy Jakxch ewentualme zalozemach"
Zalézmy dla wygody, ze z jest skrotem (!) zdania (2)
Spdjrzmy teraz na nastepujgcg réwnoscé: ., . R
» 1 (2.1) Zdanie napisane: kursywa na stronie 16 w niniejszym artyku-
le = ,,2". ", R TR (R Y
Na mocy. -przyjetego przed chwilg zalozenia prawa strona réwnosci
(2:1) jest:nazwa cudzyslowowsg zdania - (2). Roéwnosé ta stwierdza {mowi),
zeidentyczne s przedmioty,.bedace desygnatami jej czlonéow. Jest zatem
réwnoscia prawdziwa, o czym przekonujemy sie spogladajac na niniejszg
strone tego artykulu. Fizyczne wlasnosci zdania (2) — ksztalt uzytych
czcionek, miejsce, w ktérym rozwazane zdanie jest wypisane oraz to, ze
stronie 16 nie ma zadnego mnego zdania napisanego kursywa — sprawiaja,
ze (2.1) jest prawd21we ‘A skoro tak, to stwierdzi¢ mozemy — w oparciu
o elementarne prawo logiki dla identycznosci — nastepujacag réwnoseé:
(2.2) Zdanie mapisane kursywa na stronie 16 w niniejszym artykule
nie jest prawdziwe {=.) ,,2” nie jest prawdziwe. .- nlec o
- Dopiero w oparciu o zalozenie empiryczne (2.1) i wynikajgcg z niego
logicznie rownowaznosé (2.2) uwazamy zdanie (2) za samostosowalne. M6-
wi o sobie samym, ze nie jest prawdziwe. Jak wiadomo fakt ten w pola=
czeniu z konwencja (T), bedaca eksplikacjg klasycznego pojecia prawdy,
prowadzi do sprzeczno$ci zwanej antynomig klamey ®. s
Przypomnijmy, ze definicja pojecia prawdy (krdtko: pojecie prawdy)
spelnia konwencje (T) lub inaczej: definicja jest merytorycznie trafna, gdy
logiczna konsekwencja tej definicji sg wszystkie réwnowaznosci nastepu-
JaceJ postacx ) i DR
) foty, v, i : oo
"7 A, Tarski: Prawda i dowdd. Op. cit., .15, wiersz 6.
\" 8 Ibidem, s. 13, 15,
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L _— (T) X jest prawdziwe{=)p,"

gdzie w miejscu p wystepuje dowolne zdanie, 'za§ X jest nazwa Jednostko-
wa tego zdania. W szczegélnosci X moze by¢ nazwg cudzyslowowa zdania

p. Konwencja (T) w tym przypadku ]est réwnowaznoscig: )
i SR Y PN 1.

P i P Jest,prawdz1we< ) )

Kazda réwnowaznosé¢ postaci (T) uwazaé mozna zaiczastkoviiq defini-
cje prawdy, w tym'sensie, ze ustala ona merytorycznie trafne rozumienie
terminu prewdziwy w odniesieniu’do konkretnego, pojedynczego’zdania.

Oczywiscie nie wynika z konwencji (T), ze w miejscu p mogg wyste-
powaé tylko zdania prawdz1we Whprost przeciwnie, moga tam by¢ i zdania
falszywe. Dokladniej, p jest skréotem dowolnego zdania, ktére jest ele-
mentem dziedziny (zbioru zdan), w’ ktérej predykat prawdy jest, wzgled-
nie ma by¢, okreslony.

Zalézmy na chwile, ze strona 16 niniejszego artykulu zostala zreda-
gowana inaczej i nie wystepujq na’'niej zadne zdania napisane kursyws,
za§ wiersz (2) zastapiony zostal przez zdame nastepquce (naplsane zwykla
czc1onka) ! X ‘ R

' (2) Zdanie napisane kursywa, na stronie‘16 w nmle]szym artykule
jest prawdziwe. 4

Wtedy zdanie (2')"nie' odnosiloby sie do'siebie samego, lecz do ’nie
istniejgcego obiektu: zdania napisanego kursywg na stronie 16 niniejsze-
go artykulu. Odpowiadajgcg tej sytuacji réwnosé (2.1) — przy zalozeniu,
ze ,,2"” jest skrdotem (2)-—sklonn1 bylibysmy uznaé za falszyws, o ile w
ogéle mielibysmy przypisywaé' jej wartosé logiczng! Lewa bowiem strona
réwnosci bylaby nazwa pustg, nie posmda]acq desygnatu za$ desygnatem
prawej strony byloby zdanie w W1erszu 2. :

“YCWICZENIE 6. a) Rozwazyé i®przeanalizowaé przypadek, kiedy na
stronie 16 précz zdania (2) znajduje sie jeszcze inne zdanie napisane kur-
syx?va. ‘Dokladniej: przeprowadzi¢ rozumowanie analogicznie do tego, ktére
prowadzi do antynomii klamcy ° i wyjasni¢, dlaczego w tym przypadku nie
pojawi sie sprzecznosé¢;

b) Mieszkaniec wyspy Krety (Kretericzyk) imieniem Epimenides
powiedzial: Wszyscy Kretenczycy zawsze mowiq mep'rawde Wykaz, ze to
zdanie Epimenidesa jestfalszywe. Jakie dodatkowe zalozenia nalezy
przyja¢ - o ‘Kretenczykach, aby zdanie Epi m en i d e sa prowadzilo do
sprzecznosci (antynomii klamcy)" !

Powyzsze rozwazania prowadziliSmy z zamiarem postawienia naste-
pujagcego pytania: czy w jezykach naturalnych (takich jak np. jezyk pol-
ski) mozna wypowiedzieé¢ (skonstruowaé) zdania samozwrotne' (samosto-

¢ Ibidem, s. 15. X<

2 Edukacjia filozoficzna
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sowalne), ktérym wlasnos¢ zwrotnosciprzystugiwalaby jedynie z uwagi
na 1ch strukture gramatyczng 1 ‘naturalng semantyke jezyka, bez potrzeby
przy]mowama dodatkowych uméw i zalozen o charakterze empirycznym
badz semantycznym? Rozpatrywane przez nas zdania (1) i (2) nie bytly
wiec zdaniami par excellance samostosowalnymi.

W zwigzku z postawionym pytaniem zacytujemy Tarskiego:
W tym celu musimy zanalizowaé te cechy jezyka potocznego, ktére sq
istotnym Zrédiem antynomii klamcy. W trakcie analizy zauwazamy na-
tychmiast znamienng ceche jezyka potocznego, a mianowicie jego wszech-
obejmujqcy, uniwersalny charakter. Jezyk potoczny jest uniwersalny i ci,
ktorzy go uzywajq, pragng, by byt taki. Ma on daé mozno$é wyrazenia
wszystkiego, co w ogdle daje sie wyrazié, w jekimkolwiek innym jezyku;
dla spelnienia tego wymagania ulega on ciggtemu rozszerzaniu. W szcze-
golnosci, jezyk potoczny jest semantycznie uniwersalny w mastepujgcym
sensie: obok twordw jezykowych, takich jak zdania i terminy, ktére sq
czeSciami skladowymi jezyka, zawiera on réwniez ich, nazwy (jak wiemy,
nazwy wyrazen mozna tworzyé ujmujge je w cudzystowy); ponadto, jezyk
ten zawiera terminy semantyczne, takie jak ,prawda’, ,,nazwa”, ,,0znacza-
nie”, ktére — posrednio lub bezposrednio — dotyczq stosunku miedzy
wyrazeniami i przedmiotami, do ktérych te wyrazenia sie odnoszq. W re-
zultacie, dla kazdego zdania jezyka potocznego mozemy sformulowaé w
tym samym jezyku inne zdanie gloszqce, ze to pierwsze zdanie jest praw-
dziwe lub ze jest falszywe. Za pomocq pewnej dodatkowej ,,sztuczki’ mo-
2emy nawet zbudowaé w jezyku potocznym zdanie, ktére mozna by na-
zwaé samoodnosnym, a mianowicie zdanie Z, ktére stwierdza, Ze ono samo
jest zdaniem prawdziwym lub Ze jest zdaniem falszywym. W przypadku,
gdy Z stwierdza swq wlasng fatszywosé, proste rozumowanie wykazuje, ze
zdanie Z jest zarazem prawdziwe i falszywe, i stajemy wobec antynomii
ktamcy ™.

Naszkicujemy teraz dwie konstrukc;e sztuczki — jak powiedzialby
Tarski— ktére dajg nam,odpowiedz na postawione wyzej pytanie.

1
IV. KONSTRUKCJA NAZW I ZDAN SAMOSTOSOWALNYCH

Sa zasadniczo dwa sposoby (sztuczki) budowania nazw samostosowal-
nych i zdan samostosowalnych. Pierwszy z nich polega na zastosowaniu
metody przekatniowej (diagonalnej), a drugi zwiazany jest z pojeciem
normy wyrazenia. W pierwszym postugujemy sie syntaktyczng operacja
podstawiania, w drugim — konkatenacja wyrazen.

10 Ibidem, s. 18—19.
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Zacznijmy od usciSlenia terminéw nazwe samostosowalna i zdanie

samostosowalne. Pomocne nam w tym bedzie pojecie denotowania. t

¢ Denotowanie jest dla nas relacjg zachodzgca pomiedzy nazwami roz-
wazanego jezyka a pewna klasg przedmiotéw. Wybrane wyrazenie oraz
ustalony przedmiot pozostaja do siebie w tej relacji, gdy owo wyrazenie
jest nazwa jednostkowa przedmiotu. Nieco formalniej rzecz cala ujmuje-
my w postaci nastepujacej definicji:

DEFINICJA 1. Niech ,,N” bedzie wyrazeniem. Mowimy, ze ,,N” de-
notuje przedmiot a wtedy i tylko gdy N jest 1dentyczne z a, krétko: gdy
N = a. ‘

T R T : N

Uwaga. W definicji 1. ,,N” jest zmienng nazwowsg, tj. za ktérg mozna
podstawi¢ poszczegélne wyrazenia nazwowe z jezyka polskiego. Tak wiec
»N” nie jest nazwg cudzystowowgq litery En, lecz markuje miejsce, w kt6-
rym mozna wstawi¢ jakas nazwe. Mamy tutaj dobrg anologie z konwen-
cja (T). Scisle rzecz ujmujgc definicja 1 jest czgstkowg definicjg denoto-
wania: ustala czy owa relacja zachodzi czy nie miedzy ustalong nazwg ,,N”
i przedmiotem a. Nie mozna zgeneralizowaé jej w sposob bezposredni, tak
samo jak nie mozna zgeneralizowa¢ konwencji (T)*.

Problemu réwnowaznosciowej definicji denotowania i jego ewentual-
nej redukeji do definicji prawdy nie bedziemy w tym miejscu ani analizo-
wac ani rozwigzywac. Proponujemy go czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Nazwa Stanistaw August Poniatowski denotuje ostatniego kréla Pol-
ski, bo Stanistaw August Poniatowski i ostatni krél Polski to rze-
czywiscie te same osoby. Z definicji 1 wynika, ze nazwa cudzystowowa
dowolnego wyrazenia denotu]e to wyrazenie. Np. , Niobe stracila wszyst-
kie swoje dzieci” denotuje Niobe stracila wszystkie swoje dzieci. To, ze
»N”" denotuje a, wyrazamy w terminach logiki tradycyjnej méwiac, ze ,,N”
jest nazwg jednostkowg przedmiotu a. .

Przeciwdziedzina relacji denotowania moze w szczegollnosci zawierac
wyrazenia jezyka, a zatem dopuszczalne sa konteksty

, N’ denotuje , W”

w ktéorym ,,W” jest zmienng reprezentujgca dowolne wyrazenia. Obserwa-
cja ta usprawiedliwia nastepujaca definicje:

i

DEFINICJA 2. Nazwa ,,N” jest samostosowalna, gdy ,N" denotu—
je ,N”.

[
1t W. V. Quine: Filozofia logiki. Warszawa 1977, s. 23—24.
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Jest zatem ;,N” samostosowalne, gdy N = ,N”, tzn., gdy. ,,N". jest
identyczne ze swoja nazwg cudzyslowows. Nie chodzi tutaj o identycznosé
graficzng miedzy nazwami: nazwa jest samostosowalna, gdy ona i jej na-
zwa cudzyslowowa denotujg ten sam obiekt. I ) U

Ve M - I R el T T

DEFINICJA 3. Diagonalizacja wyrazenia E jest to wyrazeme otrzy—
mane z E przez podstawienie w nim za wszystkie zmienne indywiduowe
nazwy cudzyslowowej wyrazenia E.

. [P COE A Co t.frf , B VRN S

Uwaga. W powyzszej deﬁmcp E jest zmienng, za ktérg mozna, pod-
stawi¢ nazwy wyrazen, a nie dowolne nazwy. W tym wzgledzie rzeczy
maja sie inaczej niz w przypadku Definicji 1.

4. Zauwazamy, ze kazdemu wyrazeniu przyporzadkowana jest zawsze
dokladnie jedna jego diagonalizacja. Przyporzadkowanie to jest wigc funk-
cja, kté‘rg_—__,jak latwo zauwazy¢ — jest réznowartosciowa. i

“+ CWICZENIE 7. Udowodnié, ze tak jest rzeczywiscie.' sl

\ Ustalamy uwage na wyTazeniu E,, w ktéorym 7x” ]est ]edyna zmienng
wolna' A N e t e I [T J
v (R Diagonaliza'c;a wyrazenia x. i

i e T IR T
Na mocy definicji 3 zastosowanej do E, mamy nastepujaca identycznos¢:
€

.« . Diagonalizacja'wyrazenia Diagonalizacja wyrazenia'x = "3 |
= Diagonalizacja wyrazenia ,Diagonalizacja wyrazenia x”. i, !

Stad itz defmlc]l 2 wnosimy, ze wyrazeme ,,Diagonalizacja wyrazema
Diagonalizacja wyrazenia x” jest nazwg samostosowalng.” " v
*T Przejdzmy teraz .do druglego sposobu konstruowama _hazw samo-
zwrotnych. bt g ‘
DEFINICJA 4. Normg wyrazema E’jest wyrazeme bedace konkate-
nacja E oraz r}azwy cudzystowowej wyrazema E. "

) 4 ‘ PR 4
Na przyklad, norma wyrazu ,Spiewa” jest wyrazenie ,Spiewa ,Spie-
wa”. Normg ,,Ala ma” jest ,,Ala ma , Ala ma” ”, za$ normg , X kocha”

jest wyrazenie ,, X kocha ,, X kocha” ",
- “Ustalamy uwage na wyrazeniu E,, ktore brzmi ,normga”. :Na mocy
definicji 4 mamy identyczno$é: el S 5 [ £

normg ,norms’ = ,normg ,norma

, P . G N
ktéra zaswiadcza, ze wyrazenie ,,normg ,,normg” ” jest samostosowalne.

DEFINICJA 5. Zdanie podmiotowo-orzecznikowe postaci ,,S jest P”
nazywaray samostosowalnym, gdy jego podmiot ,,S” denotuje to zdanie.
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. Dla dowolnego P wskazemy takie S, ze zdanie ,,S jest P’ bedme sa-
mostosowalne. L ) DI : T a
Niech ,,S” bedzie skrétem nazwy: RS SNENIE N |

Diagonalizacja wyrazenia diagonalizacja wyrazenia x jest P,

VS S

Wobec definicji denotowania nazwa ta denotuje nastepujace zdanie:

‘ DlagonahzaCJa wyrazema ,,dzagonalzzacja wyr?zema x jest P” jest P,

-~ Fad e 8

: L
ktére — co w1dac z powyzszeJ konstrukcp—]est zdaniem samostosowal—

nym.. . . I L O B A - LAV AL S R Y T A

[}

CWICZENIE 8 Poda] przyklady taklch ,,P” dla ktorych powyzsze
zdame jest a) prawdziwe, b) falszywe. .
,wSkonstruuj zdanie samostosowalne za pomocy funkcji normy.

PR T P ' A A CU SR AR B B S AL |
Yoy v san oy ‘ YO T U A v
. V. PEWNE POSTACI TWIERDZENIA GODLA O NIEZUPELNOSCI
0 fa (- r - ,‘ ¢ R . K
" Zacznijmy od bajki z'logicznym imdfalem. W-pewnej krainie zyja
ludzie dwéch kategorii. Pierwsi, kategorii P, s prawdoméwni, za§ drudzy,
kategorii' K ~to klamcy. Wsréd prawdoméwnych wyréznia sie pewna
grupa' mieszkaricow, ktérzy s3 ‘twierdzenioméwni. - Ich ogél oznaczymy
przez T. Osobnicy nalezacy do P wypowiadajg wylacznie zdania prawdzi-
we; za$§ osobnicy kategorii K — tylko zdania falszywe. Twierdzenioméwni
wypowiadajg wylacznie zdania udowodnione. Zakladamy jeszcze, ze poje-
cie dowodu, ktéorym postugujg sie mieszkancy owej krainy jest poprawne,
co znaczy, ze kazde zdanie posiadajgce dowadd (twi€rdzenie) jest prawdzi-

we. A R }
Zauwazmy, ze zaden z mieszkancéw naszego logico-landu nie moze
wypowiedzie¢ zdania (+): awg g ey Lo
T £

y NN LR T
R (+) N1e Jestem prawdomowny,
' I8 BT 13 2N S EE N M

TS
oraz zadnego zdama ktore jest mu réwnowazne: np. zdania postaci
»,C€ P”, gdzie ,,c” jest nazwa indywiduowg méwigcego.

Wezmy pod uwagg inng wypowiedz (++): ol

OEARS -+(++) Nie jestem twierdzenioméwny.

Zdania tego nie jest w stanie wypowiedzieé¢ ani zaden klamca ani za-
den twierdzenioméwny. Moze je jednak wypowiedzie¢ prawdoméwny,
ktéry nie jest twierdzenioméwny, a wiec osobnik ze zbioru P—T. Jesli taki
osobnik istnieje, to zdanie (++) przez niego wypow1ed21ane quz1e‘zda-
niem samostosowalnym (stwierdzajacym:pewng ceche mowigcego) oraz
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zdaniem prawdziwym. Moze sie tez zdarzyé —bo ta ewentualno§¢ nie
jest logiczng konsekwencjg przyjetych zalozen — ze zdanie (+ ) nie be-
dzie twierdzeniem. r

CWICZENIE 9. Uzasadni¢ spostrzezenia zawarte' w powyzszym aka-
picie.

Przytoczona powiastka zapowiada problematyke, ktéra nas zajmie
w dalszej czesci pracy. Intuicje w niej wylozone zrekonstruujemy w pew-
nym systemie formalnym, ktéry okaze sie semantycznie niezupeiny. Wska-
zemy w nim bowiem zdanie prawdziwe nie bedgce twierdzeniem. Zdanie
to bedzie mozna zinterpretowac jako zdanie gloszgce o sobie, ze jest wias-
nie niedowiedlne. Bedzie wiec ono w pewnym sensie odpowiednikiem zda-
nia (++). <! tf

Pochodzacy od Raymonda Smullyana system“formalny S, ze
wzgledu na swoja prostote, pozwala na latwe zrekonstruowanie schematu
argumentacji G 6 d1a. Dlatego schematu a nie kopii rozumowania G 6 -
dla, ze to, co o (oraz w) oryginalnym systemie G&dla nalezalo naj-
pierw udowodni¢ jako twierdzenia wstepne, bedzie tutaj przyjete a priori
w charakterze zalozen. W szczegdlnosci abstrahowaé¢ bedziemy od wszyst-
kich technikaliéw zwigzanych z arytmetyzacjg jezyka. W zaprezentowanym
schemacie kluczows role odegrajg tak zwane rozumowania przekgtniowe
(diagonalne) — te same, ktére na terenie jezyka potocznego prowadzg do
antynomii.

Czytelnikowi, ktory chcialtby, zapozna¢ sie z przykladami rozumowan
przekatniowych proponujemy lekture: Huntera® Lyndona?® oraz
Nagla i Newmana?¥,

Zamierzonym modelem (dziedzing) systemu S jest uklad nastepujgcy:

U=(N, ¥ A,, A, A,;, ...),

w ktérym:: dx .

(i) N jest zbiorem liczb naturalnych; L L

(ii) * jest ustalonym dzialaniem dwuargumentowym w zbiorze N.
Wartosé funkeji * dla argumentéw m i n wynosi m=*n. Nie zachodzi po-
trzeba blizszego specyfikowania dzialania =.

(iii) A,, A., A, ... jest ustalonym ciggiem podzbioréw liczb natural-
nych. Nie zakladamy, ze jest to cigg réznowartosciowy. ‘

Dla dowolnego zbioru X € N definiujemy zbiér , X * nastepujaco:
dla dowolnego ne N

neX* < n*neX.
2 G. Hunter: Metalogika. Warszawa 1982, s. 23—25.

12 R, L'yndon: O logice matematycznej. Warszawa 1968, s. 91—93.
4 E Nagel J. R. Newman: Twierdzenie Gidla. Warszawa 1966, s. 45—51.
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W alfabecie jezyka Js systemu S mamy:
(a) zmienne indywiduowe b i

X1y X2, X3 eery ol

v
ktérych zakresem zmiennosci jest zbiér liczb naturalnych Nj
,(b) stale indywiduowe (liczebniki)

23 ..,
ktére denotujg odpowiednio liczby 1, 2, 3, ..; -
(c) stale indywiduowe ,«‘ Y
AL AL A, S

ktére denotuja odpowiednio zbiory A,, A,, A, ...;

(d) symbol funkcyjny * dwuargumentowy, ktéry jest'nazwa funkcji ¥
wyszczeglélnionej w punkcie (ii) powyzej;

(e) symbol relacyjny € dwuargumentowy, ktéry jest nazwg relacji
nalezenia €.

Wsréd formut atomowych w jezyku Js s wyrazenia nastepujgcej po-
staci:

> ¢

X, €A, Oraz me A, L

Te drugie sg zdaniami atomowymi.

Podkreélmy, ze dla naszych celéw nie jest konieczne jednoznaczne
charakteryzowanie zbioru wszystkich formutl i zdan w jezyku Js. W szcze-
gélnosci nie musimy wymienia¢ statych loglcznych ktére ewentualnie w
Js moga byé. a ¢

Podzbiér liczb naturalnych A ma indeks, gdy A jest ktéryms wyra-
zem ciggu (iii), tj. gdy A = A, dla pewnego i. Wtedy indeksem jest liczba
i. Zbiér A moze nie mie¢ wcale indeksu, badZ moze mie¢ jeden lub wiecej
indeksdéw. Zamiast mowié, ze zbiér A ma indeks, powiada¢ bedziemy, ze
zbiér A jest wyrazalny w systemie S. W szczegélowych wykladach orygi-
nalnych ujeé¢ twierdzen Gédla i Tarskiego, wyrazalny moze zna-
czy¢ np. reprezentowalny.

(Z,) Zakladamy, ze kazda formula w jezyku Js ma w nim swoéj kod.
W szczegélnosci kodem zdania ,m €A,” jest term ,mxi”, za§ kodem for-
muly ,Xx €A’ jest term ,Xcxi . Numerem gddlowskim formuly jest licz-
ba naturalna, ktérej nazwa (liczebnikiem) jest kod tej formuty. " v

(Z,) Zakladamy dalej, ze w systemie S okreslona jest pewna relacja
wyprowaedzalnodci i zwigzany z nig zbiér twierdzen systemu S. Przyjmu-
jemy, ze P jest zbiorem numeréw godlowskich wszystkich twierdzen sy-
stemu S.

(Z;) Zakladamy tez, ze dla systemu S zdefiniowano pojecie prawdy.
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Dowolne zdanie jezyka JS jest prawdziwe, gdy jest ono prawdziwe w za-
mierzonej dziedzinie (N, ¥, A;, A,, ...). W szczegdlnosci, zdanie ,,neA,” jest
prawdziwe, gdy rzeczywiscie n jest elem'entem (nalezy do) zbioru A,.

(Z,) Zakladamy, ze system S jest poprawny, co znaczy, ze kazde jego
twierdzenie jest prawdziwe! - '

Na tym koriczy sie opis systemu S (de facto pewnej klasy systeméw
typu S). '

Wyszczegblnimy teraz trzy warunki o kluczowym znaczeniu dla wy-
wodu nizej zaprezentowanego. Ich autorem 'jest Kurt Godel

(G:) Zbiér P numerdéw godlowskich twierdzen systemu S jest w S wy-
razalny.

(G2) Jesli zbidr liczb naturalnych X Jest w S Wyrazalny, to jego uzu-

pelnienie, czyli zbi6r X=N- X, jest tez w S wyrazalne

(G;) Jesli zbidr liczb naturalnych X jest w S, wyrazalny, to X* jest
tez wyrazalny. . RS (e Lo e

Odczyta]my te warunki w mneJ, lecz rownowaznej terminologii. Wa-
runek (G,) glosi, ze zbiér P ma indeks, a zatem, ze ma w systemie S swojg
nazwe: A, dla pewnego p. (G;) postuluje, zeby rodzina zbioréw {A,, A,,
A,, ..} byla domknieta na mnogosSciowe uzupelnienia do zbioru N, za$
(G,) postuluje jej domknieto$é na dzialanie*.

... TWIERDZENIE 1 (G6dla o niezupelnosci), Jesli system S spelnia
warunki (G,), (G:) i (Gy), to w jezyku Jg dadza sie¢ wypowiedzie¢ zdania
prawdziwe nie bedace twierdzeniami systemu S.

Dowdd. Niech K = {n: n*n¢ P}. Udowodnimy, ze
@ o o PREEP
T : : ot
Rzeczywiscie jest tak, bo zachodzi ciag réwnowaznosci:

SR ' neKen:néPen:nePane(P)*

Zatem wobec (Gl), (Gy) i (Gy) — ZblOl‘ K jest wyrazalny w S, czyli

(2) K=A, dla pewnego k.
Stad L.
(3) neA, <nsn ¢P, dla dowolnego n.

W szczegdlnosci : ‘ ,
4) - ke Ay <> kxk¢P.
Wezmy teraz pod uwage zdanie y =,k € A", Wtedy
(3) Y Jést prawdziwe <> K € A
(6) y jest twierdzeniem w S <> ksk €P.
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Warunek (5) uzasadniamy przez odwolanie sie do zalozenia (Z;), za§ wa-
runek (6) — przez odwolanie sie do zalozen (Z,) i (Z,). A

Z (5), (6) i (4) mamy nastepujgcg rownowaznosc: o)

(7): ., , y jest prawdziwe <> vy nie jest twierdzeniem systemu S.

Gdyby y bylo twierdzeniem, to — wobec poprawnosci formalizacji sy~
stemu S — y byloby prawdziwe, co w polgczeniu z (7) rodziloby sprzecz-
nosé¢. Zatem y nie jest twierdzeniem. Stad i-z (7)>wnosimy, ze y jest zda-
niem prawdziwym, co konczy dowdéd twierdzenia 1.

« CWICZENIE 10. Odczytaj intuicyjny sens réwnosci K = {n: nsn ¢ P}
oraz zdania yJ Czy zdanie y:koresponduje ze stwierdzeniem:(++) wyste-
pujacym w przypowiastce na poczatku niniejszego paragrafu? ;! .-
Zmierza¢ teraz bedziemy do udowodnienia twierdzenia Tarskiego
o niedefiniowalnosci prawdy w systemie S. Zalézmy w tym celu, ze T
jest zbiorem numerdéw:gédlowskich wszystkich zdan w jezyku Js, ktére
sa prawdziwe. W terminologii Prawdy i dowodu moglibySmy T okresli¢
mianem zbioru wszystkich liczb,prawdziwych. Podstawows kwestia, kto-
ra rozwazymy, jest nastepujgce pytanie Tarskiego: Czy zbiér T jest
wyrazalny w systemie E? Dokladniej, czy system spelniajqcy warunki (G,)
i (G;) speknia réwniez odpowiednik warunku (G;) dla T? i
Przyjecie, kilku roboczych definicji pomocne bedzie, w drobiazgowym
przedyskutowaniu tej sprawy e y ‘
,Niech ¢ bedzie zdaniem w jezyku Js, za$ X — jakim$ zbiorem liczb
naturalnych. Méwimy, ze ¢ jest zdaniem godlowskim zbioru X dokladnie
wtedy, gdy 1°¢ Jest prawdziwe i jego numer gédlowski nalezy do X, badz
2° o jest falszywe i jego.numer gédlowski do X nie nalezy. oy
CWICZENIE 11. Sformutuj Twierdzenie,,l_ przy uiy_ciil pojecia zdania
godlowskiego. N
System S jest godlowski, gdy wszystkie zbiory w nim wyrazalne (tj.
posiadajgce indeks) majg swoje zdania godlowskle oy [

TWIERDZENIE 2. Jesli system spekia (G;), to jest gédlowski.

Dowdd. Niech X bedzie zbiorem posiadajagcym indeks. Wtedy wobec
(G;) zbiér X*tez ma indeks, tzn. dla pewnego b: X* = A,. Zatem dla,do-
walnego n mamy: f

¢y

[P BN | Lod

. nEX*¢>n*neX

i
Niech B bedzie zdaniem ,beA, " Pokazemy, ze B jest zdamem god—
lowskim zbioru X. Z definicji prawdy, tzn. z warunku (Z,;), mamy:
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(2) Do B jest prawdziwe < b eA,,.
Kladge w (1) X = A, oraz n = b otrzymujemy
3) " be'Ay< bsbeX.

Poniewaz numerem gédlowskim zdania f§ jest liczba b*b, zatem wobec
(2)-i (3) wnosimy, ze f§ jest rzeczywiscie zdaniem gddlowskim dla X.

S
CWICZENIE 12. Uzasadnij, ze kazde zdanie jest zdaniem gédlowskim
zbioru T. Jakie s zdania gédlowskie dla T, tj. uzupelnienia zbioru T?

. TWIERDZENIE 3 (Tarskiego o niedefiniowalnosci prawdy).
Jesli system S czyni zado§é warunkom (G.) i (G;), to zbiér T nie jest w S
wyrazalny. , o i
‘ Lo i R

Dowé6d. Wobec Twierdzenia 2 system S jest godlowski, tzn. kazdy
zbiér w nim wyrazalny ma swoje zdanie gédlowskie. Poniewaz T nie ma
w ogoble zdan gédlowskich, wnosimy stad, ze T nie jest zbiorem wyrazal-
nym. To zas wobec warunku (G,) implikuje, ze zbiér T nie jest wyrazal-
ny. ' v

)

CWICZENIE 13. Niech system S spelnia warunki (G,) i (G,).tZaléz-
my tez— zamiast warunku (G;)—ze S jest godlowski. Udowodnij ze
istnieja wtedy zdania prawdziwe w jezyku Js nie bedace twierdzeniami
systemu S. (Z uwagi na Twierdzenie 2 jest to uogélnienie Twierdzenia 1).

» CWICZENIE 14. Wyprowadz Twierdzenie G 6 d 1a (tj."Twierdzenie 1)
z Twierdzenia Tarskie go. Przeczytaj w zwigzku z tym stosowny frag-
ment Prawdy i dowodu *,

Ostatni fragment niniejszego artykulu poswiecimy tzw. dualnej po-
staci dowodu Twierdzenia G 6dla o niezupelnosci. Zatézmy w tym celu,
ze w jezyku Js wystepuje negacja: spojnik zdaniowy, ktéry semantycznie
charakteryzujemy nastepujgco: jesli o jest jakims$ zdaniem w jezyku Js,
to

1
(~) ~ ¢ jest prawdziwe <> ¢ nie jest prawdziwe.

Moéwimy, ze zdanie jest obalalne na gruncie systemu S, gdy jego ne-
gacja jest twierdzeniem systemu S.

Zauwazmy, ze w systemie poprawnym, tj. spelniajagcym zalozenie
(Z,), zadne zdanie prawdziwe nie jest obalalne. Dalej, jesli system jest
niesprzeczny, to zdania obalalne nie s3 dowiedlne.

15 A, Tarski: Prawda i dowéd. Op. cit., s. 27. ¥
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Woezesniej przekonaliSmy sie, ze w kazdym systemie spelniajagcym
warunki (G,)—(G;) istnieje zdanie gédlowskie zbioru P. Jest nim zdanie
v wystepujace w dowodzie Twierdzenia 1. Procz prawdziwosci zdanie y
ma jeszcze dwie szczegdlne wlasnosci: jest nierozstrzygalne w S. Srodkami
formalnymi dostepnymi w S nie mozna udowodni¢ ani y ani ~ y. Z kon-
strukeji odczytujemy, jego sens: y stwierdza o sobie samym, Ze nie jest
dowiedlne.

Stawiamy teraz pytanie o dualng forme dowodu twierdzenia G6dla
o niezupelnosci: Pod jakimi warunkami istnieje zdanie ¢ o nastepujacych
cechach: 4

1) o jest falszywe,
(2) .10 jest nieobalalne,
(3) o stwierdza swoja obalalnos¢.

Z (1) — wobec poprawnosci formalizacji— mamy rdéwniez, ze
4) o jest niedowiedlne.

Niech R bedzie zbiorem numerdéw goédlowskich wszystkich zdan oba-
lalnych w S.

CWICZENIE 15. Jakie stosunki zakresowe zachodzg miedzy zbiorami
T,PiR?

TWIERDZENIE 4. Jesli system S spetnia warunek (G;) oraz zbiér R
jest w S wyrazalny, to S jest niezupelny. Dokladniej: istnieje wtedy w
jezyku Js zdanie o, ktére jest falszywe, nieobalalne i stwierdzajace swa
obalalnosé.

Dowdéd. Na mocy zalozen wnosimy, ze zbiér R* jest w S wyrazalny.
Znaczy to, ze istnieje takie r naturalne, ze

M) R* = A,.
Stad dla dowolnej liczby naturalnej n mamy:

2) neR* < nxnekR.
Z (1) i (2) wnioskujemy, ze
3) reA;<rxrek.

Wezmy pod uwage zdanie ¢ = ,r € A,”. Wtedy
“4) o jest prawdziwe <>rar € R.
Ale numerem godlowskim zdania g jest liczba r*r. Zatem

(9) o jest prawdziwe <> p jest obalalne.
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W istocie g,nie jest.obalalne. Bo gdyby bylo, to z uwagi na popraw-
nos¢ formalizacji mielibySmy, ze ~ ¢ jest prawdziwe, a zatem g byloby
falszywe, co przeczyloby réwnowazno$ci (5). Wobec tego ce b

(6) “'o jest falszywe i nie jest obalalné’
1 TE TS T T DTN T Lo
' Z powyziszego wynika niézupelnosé¢ systemu, bo ‘

(7) .. ~o jest prawdziwe i ~ ¢ nie jest twierdzeniem systemu S,-
N0 -
co konczy dowdd Twierdzenia 4.

Podziekowania. Pragne Wyrazié wdziecznosé panu dr. Jackowi
Jadackiemu za merytorycznie trafng recenzjg, dzieki ktérej niniej-
sze opracowanie ma o wiele mniej réznego rodzaju uchybien niz miato ich

przed wydrukowaniem.
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