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Jednym z najszerzej w ostatnich latach dyskutowanych stanowisk anty-
realistycznyeh w filozofii matematyki jest koncepcja fikcjonalizmu matema-
tycznego Hartry’égo Fielda, przedstawiona w jego [Field 1980], za§ komen-
towana i modyfikowana w pracach z tomu [Field 1989] (ktory zawiera row-
niez wiele odpowiedzi na zarzuty krytykOw Fielda). Celem tego artykuhu jest
prezentacja koncepcji Fielda, za§ w artykule [Wojtowicz 2002] (stanowig-
cym kontynuacj¢ niniejszej pracy) zostanie ona poddana krytycznej analizie.

1. Zasadnicze cechy doktryny Fielda. W monografii [Field 1980] autor
broni pewnéj wersji stanowiska nominalistycznego w filozofii matematyki.
Wedlug mego obiekty abstrakcyjne (w szczegdlnosci matematyczne) nie
istniejg, za$ teorie matematyczne s3 pozbawione przedmiotowego odnie-
sienia i stanowig jedynie uzyteczne narzedzia — wygodne w uzyciu fikcje.
Zdania matematyczne nie wyrazaja zatem prawd na temat rzeczywistoSci.
Ich rola jest inna: matematyka petni bowiem jedynie rolg narz¢dzia, bez
ktorego konstrukcja teorii fizycznych bylaby trudniejsza i bardziej zmudna,
ale jednak mozliwa.

Zwolennicy stanowiska realistycznego czg¢sto w swej argumentacji wy-
chodzg od faktu stosowalno$ci matematyki przy opisie Swiata. Field takze
uwaza zagadnienie stosowalno$ci za centralne zagadnienie filozofii matema-
tyki, do ktérego powinna si¢ odnie$¢ kazda spOjna koncepcja. Analiza
problemu musi przy tym wychodzi¢ od stanu faktycznego, wigc praktyke
matematyczna nalezy traktowaé at face value — Field nie proponuje wigc
bynajmniej ,,reformy’ matematyk1 Odrzuca on przy tym koncepcje, w myS§l
ktorych matematyka jest nauka o obiektach jezykowych lub stanach mental-
nych — twierdzi bowiem, Ze trudno jest wowczas o podanie zadowalajacego
wyjaSnienia stosowalnoS§ci matematyki w naukach empirycznych. Wyjas-
nienie Fielda zasadniczo opiera si¢ na tezie, iz wlasnoscia matematyki, ktora
umozliwia zastosowanie jej w charakterze narz¢dzia uzytecznego przy opisie
§wiata nie jest bynajmniej jej prawdziwo§é, lecz tzw. nietwo6rczos¢. Wedlug
Fielda, jest to wlasno&¢ jedynie nieco silniejsza od niesprzecznosci, ale ,,0d-
legta” od prawdziwosci.

Wedhug Fielda, najpowazniejszym (i zarazem jedynym naprawde zna-
czacym) argumentem na rzecz stanowiska realistycznego w odniesieniu do
matematyki jest argument z niezbgdnoSci (indispensability argument) Qui-
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ne’a. Celem Fielda jest podwazenie tego argumentu, gdyz bedzie to zarazem
podwazenie realistycznej koncepcji matematyki.

Argument z niezbgdnoSci (sformutowany — dla czytelnoSci— na konkret—
nym przykiadzie teorii funkcji rzeczywistych) ma nastgpujaca strukture’:

(1) Teoria funkcji rzeczywistych odnosi si¢ do pewnych abstrakcyjnych
obiektow, takich jak liczby rzeczywiste. Kazdy, kto uwaza zdania tej teorii za
literalnie prawdziwe, zobowigzany jest wigc do uznania istnienia tych obiek-
tow.

(2) Teoria funkcji rzeczywistych jest niezbgdna w fizyce* — fizyka nie
moze by¢ uprawiana bez postugiwania si¢ tg teoria.

(3) Fizyka stanowi prawdziwy opis rzeczywistosci.

(4) Teorie fizyczne winny by¢ postrzegane i analizowane jako pewna
catosé. Nie jest mozliwe wyrdznienie w teoriach fizycznych sktadnika czysto
konwencjonalnego. Teorie te s3 potwierdzane (lub odrzucane) jako pewne
calosci — i poszczegdlne zdania tych teorii takze zyskuja empiryczne potwier-
dzenie jako fragmenty tej caloSci.

(5) Skoro teoria funkcji rzeczywistych jest niezbedna w fizyce, to kazdy,
kto uwaza, ze fizyka stanowi prawdziwy opis rzeczywistosci, winien uznac
za prawdziwe wszystkie wystepujace w niej zdania — a wiec takze zdania
teorii funkcji rzeczywistych.

(6) A zatem istnieja liczby rzeczymste

Field stara si¢ podwazy¢ nie tyle sam sposob wnioskowania whaSciwy
dla argumentu z niezbgdnosci (,,stosowalno$¢ implikuje istnienie”), ale prze-
stanki tego argumentu. Krétko moéwiac, Field stara si¢ wykazaé, ze nie jest
prawda, iz we wspdlczesnej fizyce (czy ogllniej — w nauce) techniki mate-
matyczne s3 niezbedne. Odrzuca zatem przestanke (2). Wedlug Fielda moz-
liwe jest stworzenie teorii posiadajacych taka samg sitg eksplanacyjng, row-
nie dobrze opisujacych rzeczywisto§¢ jak obecnie istniejace teorie fizyczne,
ale w ktorych nie beda wystepowaly odwotania do obiektéw matematycz-
nych. Tym samym wykazana zostanie falszywo$¢ przestanki (2) argumentu
zniezbgdnoSci i caty argument upadnie. Jest to— wedlug Fielda — jedyna moz-
liwa do zaakceptowania metoda obrony przed argumentem z niezbgdnoSci.
Konieczne jest wigc wykazanie, ze mozliwe jest uprawianie nauki w oparciu
0 ,nominalistyczne zasoby”.

Odrzucenie przestanki (2) ma si¢ wigc opiera¢ na wykazaniu, ze mozliwe
jest podanie jakosciowych® (nominalistycznych) wersji teorii fizycznych.
Jego rekonstrukcja ma silg rzeczy ograniczony zasieg — nie jest oczywiscie
mozliwe zrekonstruowanie calej fizyki w ramach jednej monografii. Field
rozwija wigc jedynie nominalistyczng wersje teorii grawitacji Newtona,
traktujac ja niejako jako paradygmatyczny przyklad, jako pierwszy krok
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w programie nominalizacji nauki, ktérego przeprowadzenie jest konieczne
dla wykazania fatszywosci stanowiska realistycznego.

Field nie neguje oczywiScie faktu istnienia zastosowan matematyki
w fizyce. Przyznaje, iz matematyka jest nie tylko uzyteczna, ale nawet —
z czysto praktycznego punktu widzenia — niezbgdna. Ta niezbgdno§¢ ma jed-
nak inny charakter niz niezbedno$¢, o ktérej mowi argument Quine’a: ma
charakter jedynie praktyczny, a nie zasadniczy. Status obiektow matematy-
cznych w fizyce jest inny, niz status obiektow teoretycznych. Teorie, w kto-
rych mowa jest o obiektach teoretycznych, sa bowiem tworczymi rozszerze-
niami teorii czysto obserwacyjnych i pozwalaja na istotne wzbogacenie wie-
dzy. Inaczej jest w wypadku obiektow matematycznych. Przy uzyciu teorii
matematycznej nie mozna bowiem uzasadni¢ wigcej zdan dotyczacych rze-
czywistoSci fizycznej niz w samej tylko teorii jakoSciowej, w ktdrej nie
wystepuja terminy matematyczne.

W og6lnym wypadku stwierdzenie takie bytoby tautologig. Gdyby bo-
wiem jezyk Jr teorii fizycznej Tr i jezyk Jv teorii matematycznej Ty bylyby
rozigczne, to jest oczywiste, ze dotaczenie dodatkowych zatozern matema-
tycznych Ty wyrazonych w jezyku Ju (zalozen dotyczacych nowej klasy
obiektdw — obiektdow matematycznych)’ nie dostarcza zadnych nowych
wnioskOw w jezyku J. (Pomijam tu trywialny przypadek, kiedy Ty jest teo-
rig sprzeczng, a wigc z Tr U Ty wynikaé bgdg wszystkie zdania jezyka
Je U Ju.) Aby dolaczenie nowych zatozen do teorii Tr pozwolilo na wyciag-
nigcie nowych wnioskdw, konieczne jest oczywiscie dotaczenie takze pew-
nych dodatkowych zatozen wyrazajacych zaleznoSci pojeciami teorii Tr 1 Ty
(a w ,stylizacji semantycznej”: relacji pomigdzy obiektami stanowigcymi
przedmiot opisu teorii Tr i Ty). Obok ,,czystych” obiektow abstrakcyjnych
(pure abstract entities), musimy takze zatozy¢ istnienie ztozonych (impure)
obiektéw abstrakcyjnych, np. takich jak np. funkcje ze zbioru obiektow fi-
zycznych w obiekty Scifle abstrakcyjne. Dzigki temu zalozeniu mozemy
sformutowaé tzw. prawa pomostowe (bridge laws), ktOre opisuja relacje
pomigdzy obiektami fizycznymi a obiektami matematycznymi. Je§li klasg
tych zatozeit oznaczymy np. przez Try, to uzyskana ,,mieszana” teoria Tr
U Tu U Teu (W ktorej mowa zar6wno o obiektach fizycznych, jak i o czy-
stych 1 ztozonych obiektach abstrakcyjnych) bedzie zawsze nietwdrczym
rozszerzeniem teorii jakoSciowej Tg: nie pozwala na udowodnienie zadnych
twierdzen jakoSciowych niedowodliwych w teorii jakoSciowej. Zasada ta —
w swobodnym sformutowaniu — ma nastgpujaca postaé [Field 1980,12]:

(C): Niech S bedzie teoria matematyczng, N teorig jakosciows, o-zda-
niem nonmlalistyczngym. Jesli o* nie jest konsekwencja N*, to o* nie jest
konsekwencja N*+S
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Oto podane przez Fielda uzasadnienie tej zasady:

Zatozmy, ze z teorii N* nie wynika o* (czyli nieprawda, ze N*=so*)’.
Zatem teoria N*+—o* jest niesprzeczna. Mogtoby si¢ zdarzy¢, ze tak wiasnie
jest, tzn., Ze taki jest stan §wiata. Jezeli jednak N*+S=o* , to wowczas
prawdziwo$¢ teorii matematycznej S zalezalaby od stanu §wiata, co jest
sprzeczne z faktem, ze teorie matematyczne sa prawdziwe a priori, a zatem
we wszystkich mozliwych §wiatach. Nie moze zatem mie¢ miejsca wynika-
nie N”;a—S::»oc* Teoria N*+S musi wiec by¢ nietwdrczym rozszerzeniem teo-
rii N*,

To uzasadnienie mozna nazwaé uzasadnieniem filozoficznym. Nalezy
tu podkresli¢, ze Field, odwolujac si¢ do ,prawdziwoSci matematyki we
wszystkich mozliwych §wiatach” dokonuje jedynie pewnego rodzaju my§lo-
wego eksperymentu. Sam bowiem jest antyrealista, przekonanym o falszy-
wosci zdaii matematyki. Stawia si¢ tu jednak w roli realisty, probujac nieja-
ko ,,od wewnatrz” wykaza¢ bezzasadnoS¢ stanowiska realistycznego. Field
nie ogranicza si¢ jednak do tego typu argumentacji podajac takze formalng
wersj¢ argumentu na temat nietworczo$ci matematyki. Podaje ja za Fieldem
(nieco zmieniajac oznaczenia).

ZFC oznacza teori¢ mnogosci Zermelo-Fraenkla, ZFU — wersj¢ z atoma-
mi. Dla dowolnego stownika (tj. zbioru wyrazefi pozalogicznych) V, przez
ZFU, oznacza¢ bedziemy teori¢ mnogosci, w ktdrej schemat aksjomatow
wyr6zniania obejmuje wszystkie formuty w jezyku VU {€} (czyli formuty
utworzone za pomocg predykatu ’€ ’ oraz stownika V). Dla dowolnej teorii
T, przez ZFU(T) oznaczaé bedziemy teori¢ ZFUvm, gdzie V(T) oznacza
stownik teorii T. Okazuje si¢, ze prawdziwa jest nastepujaca zasada:

(C,) Jesli T jest niesprzeczna, to ZFU(T)+T* tez jest niesprzeczna [Field
1980, 17].

Wynika stad, ze ZFU(T)+T* jest nietworczym rozszerzeniem teorii T.
Zasada ta, w nieco innej wersji, ma postac:

(C)) Jesli T jest teoria, ktorej niesprzeczno$¢ jest dowodliwa w ZFC, to
ZFU(T)+T* jest niesprzeczna [Field 1980, 18].

Wynika stad, Ze mozna — w charakterze narzedzia — postugiwaé sig teoria
mnogosci. Nalezy tutajzauwazy¢, ze Field, uzasadniajac tez¢ o nietworczoSci
matematyki, odwoluje si¢ w swej argumentacji do poje¢ teoriomnogoScio-
wych. A zatem, aby wykaza¢, ze matematyka jest nietworcza w stosunku do
teorii fizycznych, Field odwoluje si¢ do twierdzef teorii mnogosci (tzn.
twierdzed umozliwiajacych wykazanie istnienia modelu dla odpowiedniej
teorii klasycznej). Dowdd nietwdrczo$ci matematyki opiera si¢ zatem na
zatozeniach matematycznych, ktore Field jawnie odrzuca. Field odpowiada
na ten zarzut twierdzac, Ze nie stanowi to problemu, gdyz traktuje on swoja
argumentacjg jako swoiste reductio ad absurdum argumentu Quine’a. Sche-
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mat argumentu Fielda jest wigc nastgpujacy: Jesh zatozymy prawdziwo§é
matematyki, woéwczas mozemy wykazac, Ze nie jest ona niezbgdna w nauce,
tym samym podwazajgc jedyny argument na rzecz prawdziwo§ci matematy-
ki W taklej sytuaCJl ,,platonzzm zostaje pozbawiony podstaw: implikuje on
bowiem niemoznosé swojego uzasadnienia” [Field 1980, 6]. Celem Fielda
nie jest wigc podame argumentu pozytywnego na rzecz nominalizmu. Sam
deklaruje otwarcie, iz w jego monografii nie ma argumentéw pozytywnych
na rzecz stanowiska nominalistycznego, za$ jego celem jest raczej podwaze-
nie najwazniejszych argumentéw negatywnych przeciwko stanowisku nomi-
nalistycznemu [Field 1980, 5].

Zasadniczym problemem, jaki musi zosta¢ wyjasniony w fikcjonalistycz-
nej koncepcji Fielda jest wyjaSnienie zagadnienia zastosowan matematyki
w naukach empirycznych. Zasadnicza role odgrywa tutaj zasada nietwOr-
czodci, za§ sam mechanizm ma nastgpujaca postaé: aby zastosowaé teorig
matematyczng nalezy utworzy¢ abstrakcyjne odpowiedniki (abstract coun-
terparts) zdai nominalistycznych: ,kluczem do stosowania teorii matema-
tycznej S jako narzedzia w wycigganiu wnioskow Z teorii nominalistycznej
N jest wykazanie w teorii N*+S rownowaznosci zdan 7 N* z pewnym innym
zdaniem (bedg je nazywal abstrakcyjnym odpowiednikiem zdania 7 N*),
w ktorym kwantyfikacja odbywa si¢ po obiektach abstrakcyjnych” [Field
1980, 20]. Schemat zastosowania matematyki jest wigc nastgpujacy:

(1) Dla dowolnego zdania normnahstycznego PeLy teorii N tworzymy
jego abstrakcyjny odpow1edn1k @ €Ln.s (gdzie S jest teorig matematyczng
sformutowana w jezyku Ls, za§ N+S jest teorig ,,nueszanq”)

(2) W teorii N+S dowodzimy rownowaznosci ¢<¢". Dzieki istnieniu
tego typu rownowaznosci migdzy zdaniami teorii Ty a ich abstrakcyjnymi
odpowiednikami, mozliwe bgdzie korzystanie z wynikOw teorii matematy-
cznej S.

(3) Mechanizm Wyplowadzania nowych wnioskOw z przestanek jest
nastepujacy: przypusémy, ze dane sa jakoSciowe przestanki @;,..., Q.. Two-
1Zymy ich odpow1edmk1 cpl ,--®n - Nastepnie, w teorii N+S dowodzimy, iz
(@°A-.A QY=Y gdziey” jest abstrakcyjnym odpowiednikiem _]akoscwwe-
g0 zdania . Pomewaz jednak — na mocy teorii N+S — ma miejsce rowno-
waznosé Y&y, wiee wnioskujemy stad zdanie .

(4) Korzystajac z teorii N+S wykazaliSmy, ze z przestanek @i,...,0. Wy-
nika zdanie . Co wigcej, poniewaz matematyka jest nietwdrcza wzgledem
fizyki, wniosek y moze by¢ wyprowadzony z przestanek @;,...,@. na gruncie
samej tylko teorii jakoSciowej N.

Wedlug Fielda, nietworczosé stanowi cechg charakterystyczng ,,dobre;j”
matematyKi — ,,odkrycie, ze akceptowana obecnie matematyka nie jest nie-
tworcza, byloby odkryciem, Ze nie jest dobra” [Field 1980, 13]. Z faktu, ze
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kazda dobra teoria matematyczna jest nietwOrcza wynika, Ze nie ma zna-
czenia, jakiej teorii matematycznej uzyjemy w naszych rozumowaniach;
jedynym warunkiem jest to, aby spelniala ona zasadQ n1etworczosc1 ©).
W szczegblnosci np. teorie ZEC, ZEC+CH, ZFC+— CH' sq réwnowazne ze
wzgledu na ich jakoSciowe konsekwencje. Moze si¢ jedynie zdarzy¢, ze
ktora§ z nich bedzie bardziej uzyteczna. Prowadzenie rozumowan w teorii
matematycznej jest wskazane ze wzgledu na ekonomi¢ myS§lenia, jednak
uzyskane wnioski jako§ciowe bgdg zawsze takie same.

Sam fakt nietwdrczoSci matematyki nie upowaznia jednak do uznania,
ze matematyka jest w fizyce zbedna (i tym samym nie stanowi argumentu
konczacego polemik¢ z argumentem z niezbgdnosci). Field zauwaza bo-
wiem, ze zasada nietwdrczosci pozwala jedynie na uzasadnienie zdania
warunkowego: gdyby istniata odpowiednio dobra teoria jako§ciowa, to wow-
czas wiadomo byloby, ze mozna (bez zaciagania zobowiazan ontologicz-
nych) postugiwac si¢ matematycznymi narzedziami — uzyskujac jedynie
whnioski, ktdre mozna uzyskaé tez w teorii jakoSciowej. Konieczne jest jed-
nak jeszcze wykazanie, ze w og0le taka teori¢ jakoSciowa mozna sformuto-
wac. W przeciwnym razie zasada nietwo6rczosci bedzie wprawdzie spelniona
(,,w pusto” — gdyz po prostu nie istnieja zadne teorie jakoSciowe), lecz nie
bedzie z niej bynajmniej wynikaé zbednos¢ teorii matematycznych.

Oczywiscie, podstawowym warunkiem, jaki musi spetnia¢ konstruowana
teoria jakoSciowa jest to, aby pozwalata na wyprowadzenie tych samych
wniosk6w (chodzi tu o wnioski sformutowane w jezyku jakoSciowym) co
teoria klasyczna. Jednak nie kazda teoria jakoSciowa, z ktorej wynikaja te
same wnioski jakoSciowe co z teorii klasycznej moze zastapi¢ klasyczna
wersje. Najprostszy bowiem przyktad takiej teorii jakoSciowej to po prostu
teoria T skladajaca si¢ z wszystkich tych zdan o€Ly, ktore sa wnioskami
z teorii klasycznej N+S (czyli teoria T = Ly Cn(N+S)). Taka teoria nie jest
jednak atrakcyjna teoretycznie. Jest sztucznym tworem, nie odzwierciedla
praktyki naukowej, porzgdku logicznego ani historycznego tworzenia si@
pojec naukowych. Teoria jakoSciowa, 0 ktérej mowa musi by¢ ,,przejrzysta”
pojeciowo, musi posiadac takg sama sit¢ eksplanacyjng jak teoria klasyczna,
musi umozliwiaC postugiwanie si¢ niag w praktyce jako narzgdziem opisu
Swiata i zdobywania wiedzy. Sam Field uwaza ten problem za niebanalny.
Odrzuca na przyklad metodg reaksjomatyzacji Claiga (por. [Craig 1956]),
ktdra pozwala na wyeliminowanie zb@dnych termindw, jako niezadowalajaca
z tego punktu widzenia [Field 1980, 41]". Field twierdzi jednak, Ze mozna
poda¢ atrakcyjny teoretycznie, J&kOSClOW}’ wariant teorii klasycznej.

Wedhug Fielda, sformutowanie teorii fizycznej w wersji jakoSciowej nie
tylko umozliwia wyeliminowanie zalozeni o istnieniu abstraktow, ale — nieza-
leznie od znaczenia dla dyskusji filozoficznej— ma jeszcze nastgpujace zalety:
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(1) Jakoéciowe sformulowania nominalistyczne nie odwoluja si¢ do
abstrakcyjnych, nie zwigzanych przyczynowo z przedmiotem wyjaSniania
obiektdw matematycznych.

(2) Ujecie jakosciowe pomaga zrozumieé, jakie mechanizmy leza tak
naprawdg u podtoza wyjasnianych zjawisk. Wedtug Fielda bowiem ,,u pod-
toza kaidego dobrego zewngtrznego wyjasnienia lefy wewngtrzne wyjasnie-
nie” [Field 1980, 44]. Prawa sformutowane w jezyku matematyki maja swoja
podstawe w prawach i zaleznoSciach dotyczacych czysto fizycznych wias-
nosci obiektow .

Prezentacji konstrukcji Fielda poSwigcony jest nastepny paragraf.

2. JakoSciowa wersja teorii grawitacji Newtona. Strategia Fielda pole-
ga na zastgpieniu klasycznej wersji teorii wersja jakoSciowa — czyli taka,
w ktorej wystepuja jedynie predykaty dotyczace relacji pomigdzy obiektami
fizycznymi (a nie wystgpuja terminy matematyczne). Mozliwos§é dokonania
jakoS$ciowej rekonstrukcji warunkowana jest przyjeciem pewnych zatozen
dotyczacych struktury przestrzeni fizycznej, ktore umozliwiag sformutowa-
nie dostatecznie silnych teorii jakoSciowych. Field przyjmuje tu stanowisko
substantywizmu, w myS] ktorego punkty i obszary czasoprzestrzeni sg od-
dziatywuj chynn przyczynowo obiektami tlzycznyml14 PI’ZYJQCIC taklego
zatozenia jest niezbedne dla skonstruowania jakoSciowej wersji teorii grawi-
tacji.

Nalezy tutaj zauwazyé, ze ontologia Fielda jest bardzo bogata. Poniewaz
czasoprzestrzen Fielda jest izomorficzna z R?, wiec istnieje continuum pun-
ktOw czasoprzestrzeni i 2° obszardw czasoprzestrzennych. One wszystkie sg
obiektami fizycznymi. Mozna tu wysuna¢ zarzut, iz tak naprawdg ontologia
Fielda i ontologia realistyczna, w ktorej zaktada si¢ istnienie liczb rzeczywi-
stych i zbioru potggowego zbioru liczb rzeczywistych si¢ nie rdznig. Field
jednak twierdzi, ze nominalizm odrzuca istnienie obiektéw abstrakcyjnych,
natomiast nie naktada ograniczefi na ,,rozmiar” ontologii. Samo postulowanie
istnienia nieprzeliczalnie wielu obiektdw fizycznych, ani nawet zatozenie, ze
maja one podobne wlasnoSci strukturalne jak np. liczby rzeczywiste nie
narusza zasad nominalizmu [Field 1980, 31]. Nominalizm nie jest bowiem
bynajmniej zwigzany z finityzmem.

2.1. Geometria Hilberta jako wzorzec. Wzorcem dla jako§ciowe;j teorii
czasoprzestrzeni jest geometria Hilberta. Sformutowana jest ona w jqzyku
z dwoma terminami pierwotnymi: ’Bet’ (predykat ,,lezema migdzy”)1’Cong’
(predykat Wyrazajacy przystawanie odcinkéw)", zas odpow1ednle aksjomaty
ustalajg znaczenia termin6w pierwotnych. Okaque sig, Ze W geometril moz-
na wykorzysta¢ techniki teorii liczb rzeczywistych. Dzieje sig tak dzigki te-
mu, ze zachodza odpowiednie twierdzenia o reprezentaciji:
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(Re) Struktura <A, Bet,, Cong,>, (gdzie Bet,cA> za$ Cong,cA* s3
interpretacjami w strukturze A predykatow "Bet’ i Cong’) jest modelem dla
aksjomatow Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja 1-1 ¢: A~R®
taka, Ze spelnione sa nastgpujace zaleznoSci:

(2) Y,z [Beta(yx,2) & d(x,y)+d(y,2)=d(x,2)]

(b) Vx,y,z,w [Conga(x,y,z,w) < d(x,y)=d(z,w)]

gdzie d(x,y) to odlegtosé euklidesowa miedzy punktami ¢(x) i ¢(¥),
wyrazona wzorem: ) ) )

d(x,y) = V{90 T+HP:x)-0:) F+HPx(0)-0:() ]} o

(Ug) Dla dowolnego modelu systemu aksjomatow i dwoch funkcji @ 1 @s,
ktorych dziedzing jest ten model: jeSli ¢, spelnia warunki twierdzenia o rep-
rezentacji Rg, to ¢, spelnia te warunki wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci
¢=T¢,, gdzie T jest przeksztalceniem euklidesowym na R’ (tzn. powstaje
z pewnej ilosci kombinaciji translacji, odbi¢, obrotéw wokoét osi i mnozenia
wspdhrzednych przez pewna stata dodatnig).

Teoria liczb rzeczywistych ,,wkracza” wiec do geometrii. Schemat wyko-
rzystania teorii liczb rzeczywistych do geometrii jest nastepujacy:

1. Zdania o;,...,0, Wyrazone w terminach jakoSciowych (tj. z uzyciem
predykatow ’Bet’ i Cong’) sa ,tlumaczone” na zdania a.*....,o.* teorii
przestrzeni R® (dotyczace np. funkcji odlegtosci d(x,y)g.

2. Z przestanek o*,...,0.*, w teorii przestrzeni R® wyprowadzany jest
wniosek B*.

3. Whniosek B* jest ,,tumaczony” na zdanie f wyjsciowe;j teorii jakoScio-
wej.

W ten sposob mozemy wykorzystac twierdzenia teorii R*do uzyskiwania
nowych twierdzefi geometrycznych, wyrazonych w jezyku czysto jakoScio-
wym. Schemat ten jest wigc zasadniczo taki sam, jak opisany wczesniej
schemat wykorzystania technik matematycznych w teoriach jakoéciowgrch.

2.2. Jakosciowa teoria czasoprzestrzeni i wielkosci skalarnych'®. Te-
oria c&asoprzestrzeni Fielda opiera si¢ na nastgpujacych pierwotnych predy-
katach:

(1) ,,Bet” (trojargumentowy predykat ,lezenia miedzy”);

(ii) ,Cong” (czteroargumentowy predykat ,przystawania odcink6w™)

(111; »A-Cong” (szeScioargumentowy predykat wyrazajacy przystawanie
katow

gi)v) »oimul” (dwuargumentowy predykat wyrazajacy jednoczesno$¢ zda-
rzef);

(V) ,,5-Cong” (czteroargumentowy predykat wyrazajacy przystawanie
przestrzenne odcinkOw .

Rozszerzeniem teorii czasoprzestrzeni jest teoria uwzgledniajaca wiel-
kosci skalamne (takie jak masa, temperatura czy potencjat pola). Teoria taka
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powstaje przez rozszerzenie teorii czasoprzestrzeni o dodatkowe predykaty:
trdjargumentowy ,, Temp-Bet” oraz czteroargumentowy ,,Temp-Cong”lS.

Celem wprowadzenia tych nowych predykatdw jest zrekonstruowanie
klasycznej teorii grawitacji w wersji jakoSciowej. Potrzebne instrumentarium
matematyczne bedzie zatem ,,modelowane” w terminach predykatow jakos-
ciowych. Tlustracja tej strategii jest przypadek funkcji potozenia ¢: CP—R*
i funkcji skalarnej yw:CP—R (CP oznacza czasoprzestrzefi). W klasycznej
wersji wielko§¢ skalarna T jest po prostu ztozeniem funkcjiy oraz ¢ : T =
wo ™ R*>R. Prawa dotyczace tej wielkosci skalarej wyrazone sa w termi-
nach funkcji T — np. w postaci rownan rozniczkowych. Celem Fielda jest
podanie jako$ciowych wersji tych praw — tj. praw wyrazonych w terminach
predykatow jakoSciowych.

Field rozwaza przyklad jakoSciowego zdania CONT, ktore wyraza¢ ma
ciaglos¢ wielkoSci skalarnej. W klasycznej wersji fakt ten wyrazony jest po
prostu w formie stwierdzenia, ze funkcja T=y¢ : R*>R jest funkcja ciag-
tg. W wersji jakoSciowej nie jest mozliwe odwotanie si¢ do matematycznego
pojecia ,ciagloéci”. Rozwazane zdanie CONT ma jednak wyrazaé tg samg
tre§¢ — a w tym celu musi mieé¢ nastgpujaca wiasnosé:

(*) Dla dowolnego modelu M teorii aksjomatycznej JAS (od joint axiom
system — Fieldowi chodzi o teori¢ w wersji klasycznej) dotyczacej czasop-
rzestrzeni i wielkoSci skalarnej T, i dowolnych dwoch funkcji reprezentujg-
cychoi w,lzdanie CONT jest prawdziwe w modelu M wtedy i tylko wtedy
gdy T=y¢ " jest funkcja ciagla.

Realizacj¢ swojej strategii Field rozpoczyna od zdefiniowania obszar6w
bazowych (temperature-basic oraz spatio-temporally basic). Sa to przeci-
wobrazy odcinkéw i pOtprostych otwartych przy odwzorowaniach reprezen-
tujacych temperaturc;19 1 wspdhrzgdne czasoprzestrzenne. OczywiScie defi-
nicja tych obszar6w sformutowana jest w czysto jakoSciowym jezyku.

Drugim krokiem jest wykazanie, ze w jako§ciowym jezyku mozna wy-
razi¢ fakty dotyczace proporcji migdzy dlugo$ciami odcinkami czasoprze-
strzeni, oraz proporcje migedzy réznicami w wielkosciach skalarnych. W tym
celu Field definiuje pojecie ,,zbioru punktéw rowno odlegtych” (spatio-tem-
porally equally %Jaced region) — jest to obszar R skladajacy si¢ z punktow
wspotliniowych™, o tej wlasnosci, ze odlegto$ci migdzy kolejnymi punktami
sa rtowne. Dalej pokazuje, ze w jezyku jakoSciowym mozna wyrazié fakt, ze
iloczyn dtugosci pewnych dwoch odcinkdw xy, zw jest mniejszy niz iloczyn
dtugosci dwoch odeinkow sz, uv. To z kolei umozliwia zdefiniowanie iloczy-
néw i utamkow posiadajacych znak (tj. dodatnich i ujemnych).

Dzigki temu, ze mamy do dyspozycji jakoSciowe odpowiedniki utamkow
i mnozenia, mozna zdefniowac jakoSciowe pojecie ,,pochodnej”’. Oczywis-
cie, taka definicja musi by¢ niezalezna od wyboru klasycznych funkciji
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reprezentujacych ¢ iy (gdyz o tych funkcjach w jezyku jakoSciowym w o-
gole nie mozna moéwic). Nie mozna méwié o klasycznych warto$ciach po-
chodnych (np. pochodnych czastkowych), ale mozna porOwnywaé pochodne
kierunkowe z odpowiednimi interwatami. Celem jest wigc podanie jakoscio-
wej wersji klasycznego stwierdzenia:

(*) pochodna kierunkowa funkcji T (—\ytp 1 w kierunku wektora @(a)-

¢(b) istnieje w punkcie @(x) i ma warto§¢ rowna y(c)- y(d).

Field pokazuje, ze faktycznie mozliwe jest wyrazenie tego faktu w jezyku
jako§ciowym. Mozliwe jest takze zdefiniowanie jakoSciowych analogéw
pochodnych wyzszych rzedéw, co z kolei umozliwia zdefiniowanie operatora
Laplace’a AY,

Ostatnim krokiem jest podanie jakoSciowej wersji rownania ruchu teorii
grawitacji Newtona. W wersji klasycznej méwi ono tyle, ze przyspieszenie
czastki w polu grawitacyjnym jest rowne gradientowi potencjatu pola grawi-
tacyjnego w tym punkcie. Wykorzystujac zdefiniowane wyzej pojecia, Field
podaje jakoSciowe sformutowanie rownania ruchu, co koriczy jakoSciowa
rekonstrukcje teorii grawitacji Newtona.

3. Podsumowanie.

1. Wedlug Fielda, matematyka jest nietworcza wzgledem fizyki — wnioski
dotyczace §wiata fizycznego, ktore mozna udowodni¢ w oparciu o techniki
matematyczne, mozna tez udowodni¢ bez wykorzystania tych technik.

2. Kluczem do zastosowania teorii matematycznych S do teorii nomina-
listycznych N jest — z technicznego punktu widzenia — fakt istnienia twier-
dzefi o reprezentacji: w teorii N+S mozna udowodni¢ istnienie odpowiednich
funkcji z obiektéw konkretnych w abstrakcyjne. To pozwala na wykorzysta-
nie wynikdw matematycznych do wyprowadzania wnioskdw dotyczacych
obiektow fizycznych.

3. Fakt, iz zachodzi zasada nietwOrczosci dostarcza argumentu warunko-
wego: jeSli istnieja atrakcyjne teoretycznie sformutowania jakoSciowe, to
mozna uznaé, ze matematyka pemi funkcj¢ uzytecznego, lecz zasadniczo
zbednego narzedzia.

4. Konieczne jest zatem znalezienie takich atrakcyjnych teorii jakoScio-
wych — odpowiednikdw teorii klasycznych. W miejsce klasycznych zdan do-
tyczacych relacji migdzy obiektami fizycznymi a matematycznymi (w szcze-
golnosci relacji funkcyjnych, czyli po prostu funkcji — jak np. temperatura
czy masa), teorie te sformutowane sa w terminach relacji migdzy obiektami
fizycznymi: punktami i obszarami czasoprzestrzeni.

5. Podanie jakoSciowych wersji opiera si¢ na zalozeniu substantywisty-
cznej koncepcji czasoprzestrzeni. Swobodnie mowigc, to obiekty geomet-
ryczne (punkty i obszary czasoprzestrzeni) zastepujg obiekty matematyczne.
Strategie Fielda mozna zatem okre§li¢ jako ,,strategi¢ geometryczng”. Field
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podaje wersje teorii grawitacji Newtona, konstruujac jakoSciowa wersje,
w ramach ktorej rekonstruowane sg odpowiedniki pojgé klasycznych. Twier-
dzi tez, ze podobny zabieg jest zasadniczo mozliwy do przeprowadzenia
w wypadku innych teorii fizycznych.
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Przypisy:

! Artykul zostalnapisany w ramach grantu KBN 1 HO1A 006 17 ,Realizm i antyrealizm w filozofii
matematyki”

Taka ,reforme” zgodng z koncepcja filozoficzng konceptualizmu proponowali intuicjonisci.

Prezentacja tu ma szkicowy charakter. Czytelnik znajdzie bardziej szczegdlowa prezentacjg np.
w [Woﬁowwz 19971.

Argument ma postaé nieco ogdlniejsza — chodzi w nim nie tylko o fizyke, ale o nauki empiryczne.
w tym artykule, dla uproszczenia, bedzie mowa jedynie o zastosowaniach w fizyce.

Oczyw1sc1e podobna argumentacja odnosi sig do kazdej teorii matematycznej (np. rachunku
prawdopodobieristwa, analizy funkcjonalnej, geometrii rozniczkowej, efc.), a nie tylko do teorii funkcji
rzeczywistych. Konkretne sformulowanie zalezy oczywiScie od tego, jakiego typu instrumentarium
matematyczne jest wykorzystywane w danej teorii empirycznej.

Uzywany przez Fielda termin ,synthetic” thumaczony jest jako ,jakosciowy”. Dalej bede
postugiwat sig terminami ,teoria jakoSciowa” i ,teoria klasyczna”, ,zdanie jakoSciowe” i ,,zdanie
klasyczne”. Teoria klasyczna to teoria sformulowana w zwyklej wersji — z uzyciem tradycyjnego
instrumentarium matematycznego. Teoria jako§ciowa to teoria sformulowana w jezyku, w ktdrym mowa
tylko o wilasno$ciach obiektow fizycznych i relacjach migdzy nimi.
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7 Tu nalezy pamigtaé o niebezpieczefistwie pewnej pomylki. Wzbogacenie jezyka o nowe
predykaty (interpretowane w tej samej klasie obiektow, co ,,stare”) i nowe aksjomaty moze prowadzié
do nowych wnioskdow w ,,starym” jezyku. Jesli np. do teorii liniowego porzadku dolaczymy nowy
predykat< * ktdry tezbedzie speiniat aksjomaty liniowego porzadku (cho¢ oczywiscie ,,stary” i ,nowy”
porzadek nie musza mie¢ ze soba nic wspolnego), i aksjomat, ktdry wyraza fakt, ze uniwersum jest
nieskonczone (@p. ,,Istnieje obiekt nie bedacy nastgpnikiem, ale kazdy obiekt ma nastgpnik™), to bedzie
to tez miato wplyw na prawdziwo$¢ pewnych zdan w ,,starym” jezyku. Tu jednak mowimy tak naprawde
o wzbogaceniu nie tylko stownika —o terminy matematyczne —ale takze o modyfikacji modeli—o obiekty
matematyczne.

Dla danego jezyka jakoSciowego zdanie a* tworzone jest w sposdb nastgpujacy: najpierw
wprowadzamy nowy predykat M(x), ktory oznacza, ze x jest obiektem matematycznym. Zdanie o*
powstaje ze zdania & przez ograniczenie zakresu kwantyfikatoréw do obiektéw x spelniajgcych warunek
—M(x), czyli do obiektdw niematematycznych [Field 1980, 10]. Scisle:

¢* = ¢, dla ¢ atomowych

oy =—o*

(@ AY)* = * Ay*

(@xe)* = 3x (= M(x) A ¢*(x))

(\/X<P)* =Yx(=M(x) = ¢*(x))

W tym sformutowaniu §wiadomie zachowujg wieloznaczno$¢ pojecia ,,wynikania”, ktdra
wystepuje u Fielda. Nie wiadomo bowiem, czy chodzi o wynikanie semantyczne, czy syntaktyczne.
Zagadnienie to jest analizowane w dalszej czgsci tego artykutu.

Dolaczenie zatozeh matematycznych do teorii fizycznejnie dostarcza wige zadnejnowej wiedzy.
Field zauwaza tu, ze nawet dla realisty matematycznego byloby zaskoczeniem, iz ze standardowej
matematyki wynikaja wnioski dotyczace np. iloSci obiektow fizycznych albo wydarzen historycznych
[Field 1980, 13].

Ten przykiad Fielda nie jest jednak rzetelny. Takze dla fizyka kwantowego byloby zaskoczeniem,
ze zpraw mechaniki kwantowej wynikanp. data wybuchu I wojny §wiatowej. Trudno jednak powotywaé
sig na ta.k1 argument w dyskusji dotyczacej mechaniki kwantowej.

ZFC oznacza teorig mnogosci Zermelo-Fraenkla, CH hipoteze continuum.

Metoda Craiga polega na zastosowaniu pewnego ,tricku” wykorzystujacego numeracje
Godlowska,. Jesli dana jest teoria T, z ktorej chcemy wyeliminowa¢ klasg wyrazen K, to dla dowolnego
zdania a. spoza klasy K (czyli ,,dozwolonego”) tworzymy numer Godlowski dowodu T zdania a. Jesli
numer ten wynosin, to tworzymy aksjomat B=aA ...A a. — gdzie dlugosé tej koniunkcji wynosi wiasnie
n. W ten sposob w formule B zostaje zawarta informacja dotyczaca numeru Gédlowskiego dowodu
1 formuly 0., natomiast otrzymana w ten sposéb teoria T* = {B:B=0A ...A 0, gdzie a.e T, ag K, za$
dlugos¢ koniunkcji=n }nie zawiera wyrazen z eliminowanej klasy K. Zabieg ten jednak jestniewatpliwie
sztuczny, za$ aksjomatow P nie mozna uznaé za postulaty, ktore winny ustala¢ sens terminow
pierwotnych teorii T i ,,chwytaé” zwigzane z nimi intuicje.

Shapiro w [Shapiro 2000, 34] komentuje problem stosowalno$ci matematyki w fizyce, podajac
przyktad studenta, ktory pyta wyktadowcg o przyczyng pewnego zjawiska obserwowanego na ekranie
oscyloskopu. Odpowiedz wykladowcy brzmi: przyczyng tego zjawiska jest fakt, ze pewne rownanie
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rnatematyczne w pewnym punkcie Xo przyjmuje warto$é 0. Pojawia sig tu pewna trudno§¢ pojeciowa:
jak jestmozliwe, aby przyczyna pojawienia si¢ na ekranie oscyloskopu pewnego obrazu bylo to, ze dane
wyrazenie matematyczne zeruje si¢ w punkcie xo?

Wydaje sig, ze rozwazania Fielda dotyczace ,,wewngtrznych” wlasnosci nawiazuja do tego typu
przykladow. Wedlug Fielda, jakoSciowe wersje teorii fizycznych bgda wolne od takich trudnosci
i pozwola na podanie bezposredniego wyjasnienia.

14 W mysl przeciwnego stanowiska relacjonizmu, przestrzeri jest wyznaczona jedynie poprzez
relacje miedzy fizycznymi obiektami i nie przystuguje jej ,,samodzielny” byt.

Bet(x,y,z) — x lezy pomiedzy y oraz z. Cong(x,y,z,w) — odcinek xy przystaje do odcinka zw.

Moim celem jest tu jedynie ogdIne naszkicowanie strategii Fielda. Szczegdly techniczne (ktorych
przytaczanie nie jest mozliwe ze wzgledu na szczuplo$¢ miejsca) Czytelnik znajdzie w [Field 1980,
rozdz. 8].

Bet(x,y,z) — x lezy pomiedzy y oraz z.

Cong(x,y,z,w) — odcinek xy przystaje do odcinka zw.

A-Cong(x,y,z,t,u,w) — kat xyz jest przystajacy do kata ruw

Simul(x,y) — x,y sa rownoczesne

S-Cong(x,y,z,w) —x jest rownoczesne z y, z jest rtownoczesne z w oraz odcinki xy i zw s3 przysta-

Jjace.
18 »Temp-Bet(x,y,z)”” znaczy, ze temperatura punktu x lezy pomiedzy temperaturs punktu y,
a temperaturg, punktu z, za$ ,, Temp-Cong(x,y,z,w)” znaczy, ze roznice temperatur w punktach x,y oraz
w punktach z,w, sg takie same.
Field rozwaza przykiad temperatury —oczywiscie jego strategia stosuje si¢ do dowolnej wielkosci
skalarnej.
W jezyku jakosciowym mozna zdefiniowaé predykat Coll(x,y,z) wyrazajacy wspotiniowosé
punktow x,,z.
Opeéator L%place2’ a A zdefiniowany jestzjako suma drugich pochodnych czastkowych:
AP =8¢/ 8%, + & ¢/ dxy +..+ 8 @/ 3%y
Np. w ciele jednorodnym o brzegu I', o przewodnictwie cieplnym jednakowym we wszystkich
kierunkach, stacjonamy rozklad temperatury opisany jest rtownaniem Laplace’a Ag = 0.



