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PROBLEM ROZUMIENIA MATEMATYKI

Abstrakt

Problem nauczania lub poznawania matematyki nieodtacznie wigze sie z rozumieniem
matematyki. Nie mozna wyobrazi¢ sobie uprawiania matematyki, w sensie uczenia sie jej czy
tez tworzenia nowej, bez jej rozumienia. Celem artykutu jest préba wyjasnienia jaka jest
struktura procesu rozumienia obiektow matematycznych takich jak: pojecia, definicje,
twierdzenia czy teorie matematyczne.

Rozumienie jest rodzajem poznawania posredniego, dotyczgcego przedmiotow zwigza-
nych z rzeczywistoscig duchowa. Ten rodzaj poznawania polega na uchwyceniu sensu tego,
co ma by¢ zrozumiane, co z kolei objawia sie umiejetnoscig zastosowania tego, co rozumiemy
w innych okoliczno$ciach i sytuacjach. Tak wiec rozumienie nalezy traktowa¢ funkcjonalnie
- jako uzyskiwanie sensu.

Wydaje sie, ze mozna wyrdznic¢ trzy podstawowe poziomy, na ktorych przebiega proces
rozumienia. Poziom pierwszy - jest poziomem rozumienia znaczenia pojec i terminow
wystepujacych w rozwazaniach matematycznych. Matematyk musi mie¢ wiedze, co dane
symbole oznaczajg oraz co znaczg odpowiadajace im pojecia. Na poziomie drugim rozumienie
dotyczy struktury obiektu rozumienia, a wiec chodzi o ustalenie sensu sekwencji uzytych pojec¢
i termindw. Trzeci poziom - rozumienie ,,roli” obiektu rozumienia - jest ustalaniem sensu
obiektu rozumienia w kontekscie wiekszej catosci czyli jest rozpoznaniem tta problemu.

Rozumienie matematyki, aby byto ono dostatecznie gtebokie, winno uwzglednia¢ (oprécz
teoretycznej) dodatkowo przynajmniej trzy ptaszczyzny rozwazan: historyczna, metodolo-
giczng i filozoficzng. Tak wiec postulatem ptyngcym z powyzszych rozwazan, jest uwzgle-
dnienie w procesie studiowania matematyki zaréwno historii matematyki jak i filozofii (z me-

todologia) matematyki, pominiecie ktorych sprawia, ze rozumienie matematyki jest powierz-
chowne i niepetne.

W znakomitej ksigzce P. J. Davis’a i R. Hersh’a Swiat matematyki, jest
jeden niewielki rozdzial® poswiecony kryzysowi rozumienia matematyki.
Niestety, opr6cz omodwienia konkretnego przyktadu trudnosci zwigzanych ze
zrozumieniem pewnego dowodu przez studentow i prob ich wyjasnienia
odwotujgcych sie do psychologii, nie ma tam rozwazan poswieconych sa-
memu pojeciu  rozumienia. Jedynym  stwierdzeniem charakteryzujgcym to
pojecie jest uwaga, Ze rozumienie wigze sie z wysitkiem.

1P, J. Davis, R. Hersh: Swiat matematyki. Warszawa 1994, s. 242-251.
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Problem rozumienia matematyki wymaga, jak sadze, krotkiego omoé-
wienia ogdlniejszej kwestii, a mianowicie kwestii rozumienia jako takiego.
Rozumienie bede uznawat za rodzaj poznania posredniego wyznaczonego
przez percepcje  stosunkéw  zachodzacych miedzy przedmiotami  rdznego
rzedu (y staje sie zrozumiate dla x -a, jako czion relacji xRy, w ktorej y jest
przedmiotem innego rzedu, intencjonalnie ujetym przez x). Jak mozna zau-
wazy¢, pomijam w tym momencie problem zrozumienia innego czlowieka,
chociaz na og6t odbywa sie to poprzez rozumienie fenomenalnie doste-
pnych nam ludzkich zachowan, wytworéw jezykowych lub pozajezykowych.

Woydaje sie, iz trafnie a przy okazji zwiezle, problem rozumienia ujela
polska uczona lzydora Dambska? stwierdzajac, ze ten sposéb poznawania
charakteryzuje sie tym, ze:

1) dotyczy przedmiotdw zwigzanych z rzeczywistoscia duchowg -
znakdw, wytworéw  psychicznych,  psychofizycznych,  struktur  logicznych
sensu largo itp.;

2) polega na uchwyceniu stosunkéw, ktore wyznaczajg sens tego, co ma
by¢ rozumiane;

3) umozliwia odtwarzanie lub stosowanie w innych warunkach tego, co
rozumiemy.

Istota tego sposobu poznania, ktére nazywamy rozumieniem, decyduje
0 charakterze hipotetycznym i konstrukcyjnym sgdéw na rozumieniu opar-
tych.

Chciatbym  zaakcentowa¢ pewne punkty powyzszego okreSlenia, ktére
nastepnie rozwija¢ bede w odniesieniu do matematyki. Ot0z rozumienie jest:
po pierwsze - pewnego rodzaju poznaniem, po drugie - poznaniem posre-
dnim, po trzecie - polega na uchwyceniu sensu tego, co ma by¢ rozumiane,
po czwarte - objawia sie umiejetnoscig zastosowania tego, €O rozumiemy
W nowej sytuacji.

Rozwazania nasze rozpoczniemy od trywialnego, by¢ moze, stwierdze-
nia, iz ludzie majagcy kontakt z matematyka, np. uczacy sie jej, starajg sie nie
tylko zapamieta¢ tekst matematyczny, ale takze go rozumie¢. Sugeruje to,
iZ samo zapamietywanie ,regutek”, mechaniczne przyswajanie sobie defi-
nicji czy tez sformulowan twierdzen, nie oznacza jeszcze znajomosci mate-
matyki. Jak sadze, mozliwe jest opanowanie w ten spos6b pewnego obszaru
matematyki (przy ogromnym naktadzie pracy i czasu) oraz poprawne udzie-
lanie odpowiedzi na zadane pytania dotyczagce tego fragmentu matema-
tyki. Jednak nie powiemy o kim$, kto tego dokonat, ze poznat on ten dziat
matematyki. Wydaje sie, iz ,prawdziwy”, glebszy kontakt z matematykg nie
moze dokonac¢ sie bez udziatu rozumienia, a wiec rozumienie jest w tym

2. Dambska: W sprawie pojecia rozumienia. ,,Ruch Filozoficzny” £ XVIII, 1958, nr 4.
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wypadku swoistq formg poznania odnoszacg sie w szczeg6lnosci do mate-
matyki. Wielcy matematycy podkreslaja, ze przy odkrywaniu czy tez tworze-
niu matematyki ogromng role odgrywajg: intuicja, ol$nienie, bezposredni
intelektualny wglad w dziedzine przedmiotowg matematyki. Jeden 2z wybi-
tnych polskich matematykéw uczestniczacych w seminarium Gdédla we Wie-
dniu anegdotycznie scharakteryzowat jego genialno$¢ stwierdzajac, ze Godel
miat taka znajomos$¢ probleméw, ktorymi sie zajmowat, jakby miat bezpo-
Sredni telefon do Pana Boga. Tym, ktérzy zajmujg sie matematyka a nie sg
obdarzeni ,,iskrg bozg” pozostaje skorzysta¢ z drogi posredniej.

Sprébujmy wyjasni¢ pokrotce powyzszg teze. Wydaje sie, ze w matema-
tyce jedynym sposobem skierowania uwagi na to, co chcemy zrozumied,
jest pewien tekst matematyczny - pisany, mowiony czy ,myslany”. Innymi
stowy, kontakt z tekstem matematycznym jest warunkiem koniecznym, by
nastgpit kontakt z matematyka. Stad tez, jezeli rozumienie jest formg pozna-
wania matematyki, jest ono poznaniem posrednim w tym sensie, ze doko-
nujgcym sie poprzez tekst, ktory petni funkcje bezposrednich danych. Po-
wstaje jednak problem, czy rozumienie nie dotyczy po prostu tekstu, czy nie
jest po prostu rozumieniem tekstu. Sugestie te przy blizszym rozpatrzeniu
nalezy jednak odrzuci¢, albowiem tekst ma tylko wprowadzaé nas w dzie-
dzine tego, co matematyczne, co jest samym badanym w tej nauce przedmio-
tem. Uchwycenie, na podstawie tekstu, sensu niezbednego do rozbudowy
calej dziedziny pozwala na catkowite oderwanie sie od tekstu. Mozna jak
gdyby ,zlekcewazy¢” tekst przekazu matematycznego na rzecz dziedziny
przedmiotowej, ktdrg ten tekst udostepnia, gdyz poprzez rozumienie moze-
my odstoni¢ strukture dziedziny przedmiotowej bez wzgledu na to, czy dalszy
cigg tekstu efektywnie jg swym sensem rozwija, czy tez nie. Dzieki temu
mozemy znajdowaC bledy (jesSli takie istniejg) w tekstach matematycznych,
logicznych, natomiast nie do wyobrazenia jest wskazanie bledu pozalogi-
cznego (nie liczac gramatycznych, ortograficznych lub  faktualnych), do-
tyczacego fabuly w tekscie literackim. Poza tym postugujac sie tekstem
matematycznym pozna¢ mozemy nie tylko to, co zostalo w nim explicite
zawarte (mozna - dla przyktadu - sformulowa¢ nowe hipotezy i probowaé
je udowadnia¢ lub tez bada¢ inne wiasnosci obiektéw juz badanych). Ta
okoliczno$¢ sugeruje, iz rozumienie matematyki dotyczy dziedziny prze-
dmiotowej a nie tekstu matematycznego.

Wohpierw jednak nalezy rozumie¢ tekst matematyczny w takim znaczeniu,
jakie wystepuje w nastepujacym  stwierdzeniu: rozumiem tekst w jezyku
obcym. Gdy moéwimy: rozumiem tekst obcojezyczny, to stwierdzamy fakt
posiadania wiedzy o danym jezyku pozwalajacej lepiej lub gorzej transpo-
nowa¢ go na jezyk ojczysty. Rozumienie jezyka ojczystego wydaje sie oczy-
wiste i wigze sie ze znajomoscia, zaréwno syntaktyki jak i semantyki tego
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jezyka, uzyskiwang w procesie uczenia sie jezyka. John R. Searle® wrecz
tlumaczy swoje pojecie rozumienia, rezygnujac ze ztozonych analiz, poprzez
odwotanie sie¢ do intuicji rozumienia jezyka ojczystego (w jego przypadku
angielskiego). W moim przekonaniu sprawa nie jest taka oczywista, bowiem
mozna czytaC tekst w ,zrozumiatym” przez siebie jezyku ojczystym i nie
rozumie¢ go. Tak sie moze zdarzy¢, gdy przekaz dotyczy dziedziny zupehnie
obcej naszemu wyksztatceniu lub gdy wykracza swym poziomem poza na-
sze mozliwosci intelektualne. Mozna oczywiscie ,rozumiec” tekst w jezyku
obcym i réwniez go nie rozumiec.

Wracajgc do tekstu matematycznego, powinien on w pierwszym rzedzie
by¢ rozumiany w takim sensie, jak tekst obcojezyczny. Tekst matematyczny
sktada sie ze znakOw, ktdre oznaczajg pewne pojecia wihasciwe dla mate-
matyki i bedzie on bezsensownym zbiorem tworéw graficznych, gdy zabra-
knie wiedzy Ilub interpretacji, co dane symbole oznaczaja, na jakie pojecia
wskazujg. Przy czym zupetnie obojetne jest, w czym ma swojg podstawe owo
wskazywanie - czy jest ono wynikiem tylko pewnej konwencji, czy tez po-
chodzi z jakiego$ podobiefstwa tego co dane i tego, na co owe dane wskazu-
ja. Stowem, matematyk winien mie¢ wiedze dotyczaca znaczenia fizycz-
nych znakéw wystepujacych w tekscie, albowiem ta wiedza odgrywa role
danych wyjsciowych i pozwala dotrze¢ do tresci tekstu.

Kolejny krok to rozumienie tej tresci, ktére dotyczy oczywiscie juz dzie-
dziny przedmiotowej ujetej w pewne kategorie. Zauwazmy, ze nawet wte-
dy, gdy wiemy jakie znaki reprezentujg dane pojecia, zrozumienie danego
zagadnienia moze by¢ niewdasciwe lub nawet zadne. Przyczyng moze hy¢
niedostateczna wiedza o uzywanych pojeciach: 1) nie wiemy, co one znacza,
jaka majg tres¢, 2) nie sg dla nas jasne relacje i zwigzki miedzy pojeciami,
badz 3) nie znamy dostatecznie szerszego tta, tzn. kontekstu teoretycznego
problemu bedgcego obiektem rozumienia. Kazdy =z wymienionych przy-
padkéw sprawia, ze problem ktorym sie zajmujemy ma dla nas niedookre-
Slony sens. Rozjasnianie lub odkrywanie go, czy wrecz nadawanie sensu jest
wiasnie procesem rozumienia. Intencje moje w skrocie wyraza teza: rozu-
mienie to odkrycie sensu.

Wydaje sie, ze juz na potocznym szczeblu poznania rozumienie nalezy
traktowa¢ funkcjonalnie - jako uzyskiwanie sensu. Dane pojecie uzyskuje
sens poprzez zestawianie go z innymi pojeciami i rozpatrywanie w réznych
mozliwych kontekstach, w ktorych moze zaistnie¢. Podobnie, aczkolwiek nie
tak prosto, rzecz ma sie na naukowym szczeblu poznania. Wieksza zlozo-
no$¢ bierze sie stad, ze rozumienie w tym przypadku jest procesem wielopo-
ziomowym, przebiegajacym jednoczesnie na wielu rdznych ptaszczyznach.

3 Por. J. R. Searle: Minds, Brains and Programs. "Behavioral and Brain Sciences" 3, Cambridge
University Press 1980, s. 417-424 (podaje za: J. Kloch: Swiadomo$¢ komputeréw? Tarnéw 1996, s. 22).
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Te plaszczyzny reprezentujg, odmienne pod wzgledem przyjetego punktu
widzenia, charakterystyki danego obiektu rozumienia. Nie chodzi w tym
wypadku o glebokos¢ analiz, ale o uzyskiwanie réznych, wzajemnie kom-
plementarnych opisow danego obiektu. Podstawowg plaszczyzna, na ktorej
dokonuje sie proces rozumienia jest plaszczyzna nazwana przeze mnie teo-
retyczng ptaszczyzng rozumienia. Rozwazania przeprowadzane w jej ra-
mach sg analizg synchroniczng statusu obiektu rozumienia w jego ,,natu-
ralnym” otoczeniu, w obrebie teorii lub dziedziny, ktdrej jest elementem.
Inne plaszczyzny rozwazan istotnych dla kwestii rozumienia to: historyczna,
metodologiczna i filozoficzna. W kazdej z tych trzech ptaszczyzn mozna
wyrdzni¢ trzy podstawowe poziomy, na ktérych obiekt rozumienia moze
zyskiwa¢ sens dla podmiotu poznajgcego, a tym samym moze by¢ rozumia-
ny: 1) poziom rozumienia znaczenia terminéw i poje¢; 2) poziom rozumienia
struktury obiektu rozumienia (ustalanie sensu sekwencji poje¢ i termindw);
3) poziom rozumienia ,roli” obiektu rozumienia (pojmowanie sensu obie-
ktu rozumienia ze wzgledu na wiekszag cato$¢, a wiec rozpoznanie tzw. tla
problemu i struktury tego tta)*.

Sadze, ze jezeli chodzi o skfadniki teorii matematycznych takie jak: po-
jecia, definicje, twierdzenia, dowody jak i cale teorie - to proces ich zro-
zumienia przebiega wedlug schematu zaprezentowanego powyzej. Rdznie
oczywiscie moga przedstawiaC sie proporcje udziatu rozumienia na po-
szczegblnych  poziomach. Jednakze zaznaczmy, iz sprowadzenie pojecia
rozumienia do jednego tylko z wymienionych aspektéw nie oddaje catego
bogactwa intuicji, jakie z nim wigzemy.

Sprébujmy dokona¢ egzemplifikacji powyzszych ustalen rozpatrujgc po-
wszechnie znany wz6r matematyczny:

Chodzi o to, by odtworzy¢ jak w tym przypadku bedzie wygladat proces
zrozumienia tego wzoru. Nawigzuje w ten sposéb do uwag na temat rozumie-
nia wzoréw matematycznych jakie poczynit Roger Penrose®.

Zgodnie z tym co stwierdziliSmy wczesniej, pierwszy poziom rozumie-
nia dotyczy ustalenia sensu poje¢ i termindw wystepujacych w obiekcie
rozumienia. Nie zrozumiemy naszego przyktadu, gdy nie bedziemy wie-
dzie¢, co znaczg poszczeg6lne symbole zastosowane w tym wzorze. Wy-
mieAmy je po kolei i sg to:

e - tzw. liczba Nepera, podstawa logarytméw naturalnych; jest liczbg
niewymierng a nawet niealgebraiczng; definiujemy jg jako granice ciggu
(I+1/n)" przy n — oo, liczba e w przyblizeniu réwna jest 2,71828182...

4 Por. D. Gierulanka: Zagadnienie swoisto$ci poznania matematycznego, cz. II. Warszawa 1962.
5 Por. R. Penrose: Nowy umyst cesarza. Warszawa 1995, s. 13.
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i - nowy rodzaj liczby niefortunnie nazwany Jednostkg urojong”, zostata
ona wprowadzona jako pierwiastek réwnania x2 = -1 nie posiadajacego
rozwigzania w zbiorze liczb rzeczywistych, jest to liczba umozliwiajgca
zdefiniowanie  liczb  zespolonych, czasami  nieprawidlowo okreslana  jako
»pierwiastek z -I".

m - stata matematyczna okreslajgca stosunek dlugosci okregu kota do
dtugosci jego Srednicy, liczba ta jest niewymierna i podobnie jak liczba e nie
jest pierwiastkiem Zzadnego réwnania o wspdtczynnikach catkowitych, m -
w przyblizeniu wynosi 3, 141582...

= - znak uzywany na oznaczenie réwnosci wyrazen stojagcych po jego
obu stronach.

- | - nieznana Grekom liczba, ktora (wraz z innymi liczbami ujemnymi)
zostata uznana w Europie za pelnoprawng liczbe dopiero w XVIII wieku;
chinskie traktaty matematyczne wspominaty o liczbach ujemnych juz w Il
wieku przed naszg erg, a matematycy hinduscy uzywali zera i liczb ujemnych
w VI-VII wieku naszej ery.

Zauwazmy, ze W rozpatrywanym wzorze wystepujg ,niezwyczajne” li-
czby, z ktérych moze jedynie -7 jest czesciej spotykana na co dzien i ma
w miare zrozumialg interpretacje (jako dlug czy tez brak czego$). Natomiast
liczba i nie przypomina zadnej znanej liczby np. nie jest ani wieksza, ani
mniejsza od zera, co jest wiasnoscig niezwykla jak na pojecie liczby w po-
tocznym rozumieniu. Liczby e czy m sg o tyle dziwne, ze tak naprawde sg
efektem operacji nieskoriczonych - przechodzenia do granicy i sumowania
szeregbw nieskofczonych. Tak wiec pelne zrozumienie naszego przyktadu
wymaga znajomosci fragmentéw kilku dziatow matematyki m. in.. geome-
trii, trygonometrii, algebry, teorii granic, teorii szeregébw nieskoriczonych.
Rozpatrujagc  podany wzor w teoretycznej plaszczyznie rozumienia  stwier-
dzamy, Zze za niepozornie wygladajgcymi symbolami zastosowanymi  we
wzorze oraz krotkimi charakterystykami poje¢ przez nie reprezentowanych,
kryja sie nietrywialne teorie matematyczne, ktére sa ich naturalnym konte-
kstem. Dowodem na to jest to, ze liczby e i m nieoczekiwanie pojawiaja sie
w bardzo rdznych dziatach matematyki uzyskujagc status fundamentalnych
statych matematycznych. W tym konteks$cie rozpatrywany przez nas wzor
jest  wymownym  przykladem  potwierdzajgcym  jedno$¢  metodologiczng
i przedmiotowg matematyki.
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Kolejny krok w rozumieniu powyzszego wzoru - naszego obiektu rozu-
mienia - jest przejsciem do rozumienia struktury, ktore, jak postulowali-
$my, polega na ustaleniu sensu sekwencji poje¢. Skadingd wiemy, ze umie-
szczenie jakiej$ liczby po prawej stronie u géry innej liczby oznacza opera-
cje potegowania. A wiec przez analogie, lewg strone wzoru nalezy rozumieé
jako liczbe e podniesiong do potegi i m Wyrazenie i m jest liczbg zespolong
0 + im, ktorej czeS¢ rzeczywista jest rowna 0, a czes¢ urojona wynosi 7. Nie
musimy jednak w tym artykule odwolywaé sie do operacji podnoszenia do
potegi o wykladniku zespolonym, bowiem Leonhard Euler udowodnit, ze:

e% = cosx + isin x,

gdzie x jest dowolng liczbg rzeczywistg. Dla x = m otrzymujemy

et=cosn+isinm=-1+0=-1,

z tym, ze oczywiscie wczesniej trzeba wiedzie¢, co kryje sie pod symbo-
lami sin i cos. Zapis catosci rozwazanej przez nas formuty nalezy rozumieé
jako: e podniesione do potegi zespolonej int daje w wyniku -7.

I oto te cztery rozne rodzaje liczb, ktére w matematyce pojawity sie

zupetnie niezaleznie i w rdéznych okresach czasowych, zostaty potaczone
w formute bedacg jednym z najstynniejszych réwnan w matematyce. Jest to
wynik catkowicie nieoczekiwany i nieprzewidywalny, chociaz jest konse-

kwencjg definicji liczby naturalnej (i jej pozniejszych rozszerzen na liczby
ujemne, wymierne, rzeczywiste i zespolone).

Powyzsze rozwazania stanowig jedynie najogolniejszy szkic procesu
dochodzenia do rozumienia elementow wyzszej matematyki. Obawiam sie,
ze gdybySmy poprzestali na tym, nasze rozumienie byloby jedynie powie-
rzchowne. W tym momencie proces rozumienia nie konczy sie. Pozostaje
trzeci poziom rozumienia, na ktérym trzeba uwzgledni¢ jeszcze sens te-
go wzoru w szerszym kontekscie. Jak wspomnialem wczes$niej, rozumie-
nie jest procesem wieloptaszczyznowym. Aby wyczerpujaco scharakteryzo-
waé strukture ,tha” obiektu rozumienia, nalezy uwzgledni¢ réwniez - poza
teoretyczng ptaszczyzng rozumienia - plaszczyzne historyczng, metodolo-
giczng i filozoficzna.

Oczywiste jest, iz dogtebne zrozumienie poje¢ bez przesledzenia ich
genezy jest niemozliwe. Sens poszczegolnych elementow, sktadajacych sie
na interesujagcy nas obiekt rozumienia, w pelni ujawnia sie¢ dopiero po
uwzglednieniu diachronii, bowiem majg one swojg ,ludzkg” historie po-
wstawania. Nie miejsce tu na szczegotowe badania z zakresu historii mate-
matyki, gdybysSmy jednak chcieli przesledzi¢ rozwdj tych poje¢ az do ich
potaczenia w podanej powyzej formule, musielibySmy zapozna¢ sie ze spo-
rym kawatkiem historii matematyki.

Wspomnijmy wreszcie o0 plaszczyznie metodologicznej. Majac do czy-
nienia z tak réznymi przyktadami liczb, nalezy sprobowac zrozumiec tacza-
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ce je zwiazki, w nadziei, ze badania takie rzuca Swiatto na samo pojecie liczby.
Nalezatoby na przyktad metodologicznie zinterpretowaC kolejne etapy roz-
woju pojecia liczby i wyjasni¢, dlaczego rzeczywista historia pojecia liczby:
filiacja N - Q, - R, - R - C (gdzie N oznacza liczby naturalne, Q, - liczby
wymierne dodatnie, R, - liczby rzeczywiste dodatnie, R - liczby rzeczywiste
z zerem i liczbami ujemnymi, C - liczby zespolone) jest odmienna od po-
wszechnie uznawanej teoriomnogosciowej interpretacji zakresu pojecia li-
czby tzn.:
NcZcQOcRcUC

Z punktu widzenia metodologii, filiacja N - Z - Q - R - C, cho¢ nie jest
zgodna z faktycznym porzadkiem historii, moze by¢ uznana za model roz-
woju pojecia liczby. Mechanizm tego rozwoju uwidacznia sie w sytuacii,
w ktorej wystepuje swoisty ,niedobor” obiektdw w stosunku do operacji,
jakie wykonywano na znanych juz obiektach. Dla przyktadu: w czasach sta-
rozytnych dodawano liczby naturalne (uznawane zresztg za jedyne praw-
dziwe liczby) oraz, jak podejrzewam, odejmowano je, ale ta operacja nie
zawsze byla wykonalna. Nie w kazdym przypadku liczby naturalne po-
zwalaly na wykonanie operacji odejmowania. Mozna wiec powiedzie¢, ze
w pewnym momencie wystapit pewien ,nacisk operacyjny”, ktéry dopro-
wadzit do powstania pojecia liczby ujemnej. Odbyto sie to na drodze postu-
lowania pewnych przedmiotow matematycznych, ktore zaspokajaly potrze-
by operacyjne. Byty takie traktowane byly poczatkowo jako quasi-obiekty,
a dopiero pdzniej, na ogdt po znalezieniu odpowiedniej interpretacji, uzna-
wane za petnoprawne obiekty matematyczne. Analogicznie mozna zinter-
pretowaC kwestie pojawienia sie ulamkow - taktowanych poczatkowo jako
niepetnowartosciowe liczby utomne, liczb niewymiernych - uznanych za
irracjonalne, czy liczb zespolonych - nazywanych poczgtkowo urojonymi.
Zauwazmy, iz takie metodologiczne analizy w istotny sposob pogtebiajg ro-
zumienie o0go6lnego pojecia liczby i przez to przyczyniajg sie do twdrczego
jego uogodlnienia (co juz nastgpito w koncepcjach: liczb zwanych kwater-
nionami, liczb pozaskonczonych czy rachunku macierzowym).

Aby lepiej wyjasni¢ znaczenie analiz metodologicznych dla procesu ro-
zumienia, przywolajmy sytuacje, jaka w latach trzydziestych XX wieku za-
istniata w zwigzku z ogtoszeniem stynnego dzi§ Twierdzenia Godla. Wiado-
mo, iz po raz pierwszy Godel przedstawit swoje epokowe odkrycie podczas
konferencji z zakresu epistemologii, ktora odbyta sie w 1930 r. w Krolewcu.
Do zrozumienia tego twierdzenia niezbedna jest znajomo$¢ i rozumienie
poje¢ takich jak: niesprzeczno$¢ systemu, paradoks Richarda, formaliza-
cja, arytmetyzacja, numeracja godlowska, formuta gédlowska (nie méwiac

6 Por. A. Lubomirski: O uogélnieniu w matematyce. Wroctaw 1983.
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0 podstawowych w tym momencie Kkategoriach logicznych). Ponadto ko-
nieczne jest uchwycenie struktury dowodu tego twierdzenia. Oznacza to, ze
jak w kazdym przypadku procesu rozumienia, bardzo wazna jest plaszczyzna
teoretyczna. Jednakze mozna przeSledzi¢ krok po kroku ten dowod i jakoby
»Zrozumie¢” jego idee, ale jednocze$nie nie pojac, skad takie twierdzenie sie
wzieto i po co; nie uchwyci¢ ani znaczenia tego twierdzenia, ani konsek-
wencji z niego wyplywajacych. Do takiego wniosku skfania brak reakcji na
to twierdzenie ze strony innych uczestnikow tej konferencji. Analiza wy-
stgpienia Rudolfa Carnapa podczas tejze konferencji, sktania komentatoréw
do stwierdzenia, ze nie zdawat on sobie sprawy z tego, ze ma do czynienia
z przetomowym odkryciem’. Natomiast Hans Reichenbach w swoim spra-
wozdaniu z tej konferencji zamieszczonym w ,Die Naturwissenschaften”
nie odnotowat wecale wystapienia Gddla. Trudno tych wielkich uczonych po-
sagdza¢ 0 niezdolnos¢ do zrozumienia procedury dowodzenia Zzaproponowa-
nej przez Godla, totez stawiam teze, iz to wihasnie nieznajomos¢ tta proble-
mu uniemozliwita im pelne zrozumienie tresci twierdzenia Godla. Nie da
sie go dogiebnie zrozumie¢ bez historycznego rozpoznania problemow, kto-
re doprowadzity do postawienia kwestii niesprzecznosci matematyki oraz
uwarunkowan typu metodologicznego, zwigzanych z zagadnieniem dopusz-
czalnych metod i regut dowodzenia, co wigze sie z sytuacja, jaka panowata
w matematyce po wystgpieniu Hilberta w 1900 r. z jego ostawionym Pro-
gramem, w ktérym postawit on matematykom 23 problemy do rozwigzania.
To dlatego, ze obecnie z perspektywy czasu, jaki uptyngt od momentu opu-
blikowania stynnego artykutu Godla, dysponujemy wyzsza $wiadomoscig
metodologiczng oraz glebsza wiedzg historyczng, mozemy zrozumie¢ to
twierdzenie lepiej niz (poczatkowo) nawet stynni filozofowie i matematycy
wspotczesni Godlowi.

Sprébujmy na koniec zasygnalizowaé, jak - w moim przekonaniu - pro-
blem rozumienia matematyki nalezy widzie¢c w plaszczyznie filozoficznej.
Wohpierw krdtko zaprezentuje, co jest wedlug mnie podstawowym i gltéwnym
problemem filozoficznym zwigzanym z matematyka. Filozofia nie jest bhy¢
moze naukg sensu stricto, jest natomiast dla mnie rodzajem wiedzy do-
tyczacej rzeczywistosci, czyli tego, co istnieje. Tak wiec typowo filozofi-
cznym podejSciem w stosunku do matematyki bedzie pytanie o jej miejsce
i role w zdobywaniu wiedzy o Swiecie przyrody. Poglad, ze matematyka jest
ezoteryczng sztuka dla sztuki jeszcze nie tak dawno gtoszony przez nie-
ktorych matematykdw, uzna¢ nalezy za swoistg ideologie ,klasy matematy-
cznej”. Wiadomo bowiem, ze matematyka jest bardzo istotnym elementem

7 Por. J. W. Dawson, Jr.. The Reception of Gédel’s Incompleteness Theorems, w: Godel’s Theorem
in Focus, pod red. S. G. Shanker. London, Croom Helm, 1988, s. 77 (podaje za: J. Zycirski: Granice
racjonalnosci. Warszawa 1993, s. 63).
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wspotczesnego przyrodoznawstwa. Obecnie powszechnie uwaza sie, ze ma-
tematyka sama w sobie ma sens o tyle, o ile jest uzyteczna. Nie nalezy zresz-
tag tej uzytecznoSci pojmowaC zbyt prosto, jako czysto specjalistyczne jej
zastosowania. Matematyka jest bowiem, w pewnym sensie, takze nhaukg
0 ,harzedziach poznania” - kategoriach stosowanych w naukach empiry-
cznych. Wiasnie dlatego  wyjasnienie charakteru efektywnosci  matematyki
w procesie zdobywania wiedzy naukowej byloby uzyskaniem petniejszego
zrozumienia ,ta” matematyki, co z kolei pozwoliloby zachowaé odpowie-
dnie proporcje w zachwytach nad wiedzg matematyczng. Ten punkt widze-
nia jest jedynym, jak sadze, w S$wietle ktorego moglibySmy w miare pra-
widlowo,  niedogmatycznie, niearbitralnie  rozpatrywa¢ inne ,klasyczne”
problemy filozofii matematyki, takie jak: natura obiektow matematy-
cznych, spos6b ich istnienia oraz kwestia dopuszczalnych sposobéw ich
poznawania.



