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I. DZIEELA. Uwaga wstepna. Najobszerniejsza bibliografie prac Tarskie-
go, w opracowaniu Stevena Givanta, z uzupetnieniami i w przekiadzie Jana
Zygmunta, znalezé mozna w [95™], tj. w: A. Tarski: Pisma logiczno-filozo-
ficzne, t. I: Prawda. (Wyjasnienie symbolu typu [95™] podamy za chile. ) Bi-
bliografia ta obejmuje wszystkie prace Tarskiego, ktore zostaty opublikowa-
ne do roku 1994; podane sg jednoczesnie informacje o przedrukach, wzno-
wieniach, przekfadach i recenzjach. (Z dzisiejszego punktu widzenia nie jest
to jednak bibliografia kompletna, bowiem od wspomnianego momentu
ukazaly sie nie tylko nowe przeklady badz wznowienia niektorych prac, ale
i rzeczy wczesniej niepublikowane, np. listy Tarskiego do Goédla.) W biblio-
grafii zawartej w [95™] publikacje sg podzielone na 9 czesci: artykuly,
abstrakty, monografie (do ktérych zalicza sie tez zbiory prac), problemy
i zadania, glosy w dyskusji, recenzje, prace redaktorskie, raporty z badan
i listy. W kazdej czesci publikacje utozone sg chronologicznie i oznaczone
symbolem bibliograficznym  skladajagcym sie z nawiaséw kwadratowych,
cyfr i ewentualnie liter, ktore moga wystepowa¢ we frakcji gornej. Podsta-
wowym skladnikiem kazdego symbolu sg dwie cyfry, bedace ostatnimi cy-
frami roku, w ktérym dana publikacja zostata ogtoszona. Je$li w danym roku
ukazata sie wiecej niz jedna pozycja, wtedy do tych cyfr dodajemy jedng
z liter ,a”, ,b”, ,c”.., ktéra oznacza druga, ftrzecia, czwartg,... publikacje
w tymze roku. Np. [36] oznacza pierwszy artykut z roku 1936, a [36™]
pierwszag monografie z tego samego roku; symbol [47Ma] odsyta nas do
drugiej monografii z roku 1947 itd.

Zgodnie ze stosowang tu konwencjg, podajemy ponizej liste najwa-
zniejszych dziet Tarskiego. Bedzie to w zasadzie uproszczony i zmodyfiko-
wany fragment bibliografii Givanta i Zygmunta, ale z dwiema pozycjami
nowymi: [99] i [99']. Dodatkowe informacje w nawiasach kwadratowych
méwig o0 recenzjach; JSL = "The Journal of Symbolic Logic"; MR = "Ma-
thematical Reviews". Bibliografia tu zamieszczona nie obejmuje dziet Tar-
skiego nastetujgcych kategorii: abstraktow, probleméw i zadan, glosow w dy-
skusji, recenzji oraz raportéw z badan.

A.  Monografie. [33M] Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych.
»~Prace Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Woydziat 11l Nauk Mate-
matyczno-fizycznych”, nr. 34, Warszawa 1933, VII + 116 s. + errata; [35™]
Geometrja dla trzeciej klasy gimnazjalnej (wspotautorzy: Z. Chwiatko-
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wski i W. Schayer). Panstwowe Wydawnictwo Ksigzek i Pomocy Szkolnych,
Lwow 1935, 108 s. (drugie wyd., Sekcja Wydawnicza Armii Polskiej na
Wschodzie w Jerozolimie, 1944, 108 s. Przedruk nakladem Polskiego
Zwigzku  Wychodzctwa  Przymusowego w  Hanowerze, Hanower 1946);
[36™] O logice matematycznej i metodzie dedukcyjnej. ,,Bibljoteczka mate-
matyczna”, t. 3-5, Ksigznica-Atlas, Lwow - Warszawa 1936, 167 s.; (1) Ein-
fihrung in die mathematische Logik und in die Methodologie der Mathematik.
Julius Springer Verlag, Wien 1937, X + 166 s. (niemiecki przekiad [36™])
[JSL 3, s. 51-52]; [41™] Introduction to Logic and to the Methodology of
Deductive Sciences. Oxford University Press, Oxford - New York 1941, XVIII
+ 239 s. (poszerzony i poprawiony przeklad angielski [36™] (1) O. Helmera. )
[MR 2, s. 209; JSL 6, s. 30-32]; (1) Drugie, poprawione wydanie [41™], 1946,
XVII + 239 s. [JSL 12, s. 61]; (18) Czwarte poprawione wydanie [41™], red.
Jan Tarski, "Oxford Logic Guides", t. 24, Oxford University Press, New York
Oxford 1994, XXIV + 229 s.; (19) Wprowadzenie do logiki i do metodologii
nauk dedukcyjnych, Filia UW w Biatymstoku-Philomath-Aleph, Warszawa
1996, XXVI + 261 (przeklad [41™] (18) Moniki Sujczynskiej). [Ksigzka
[41M] przettumaczona zostata ponadto na jezyk rosyjski, hiszpanski (trzy
wydania), wiloski, holenderski, hebrajski (dwa wydania), francuski, butga-
rski, szwedzki, niemiecki (pie¢ wydan), czeski, gruzinski, serbskochorwa-
ckil.

[47*] Direct Decompositions of Finite Algebraic Systems (wspdtautor:
B. Joénsson) "Notre Dame Mathematical Lectures”, t. 5, University of Notre
Dame Press, Notre Dame, Indiana 1947, VI + 64 s. + errata. [MR 8, s. 560];
[48“] A Decision Method for Elementary Algebra and Geometry (przygoto-
wane do druku przez J. C. C. McKinsey’a) U. S. Air Force Project RAND,
R-109, the RAND Corporation, Santa Monica, California 1948, IV + 60 s.
[MR 10, s. 499; JSL 14, s. 188]; (1) Drugie, poprawione wydanie [48™M]
(przygotowane do druku przy pomocy J. C. C. McKinsey’a), University of
California Press, Berkeley - Los Angeles, California 1951, 1l + 63 s. [MR
13, s. 423; JSL 17, s. 207]; [49%] Cardinal Algebras, wraz z dodatkiem Car-
dinal products of isomorphism types (B. Joénssona i A. Tarskiego). Oxford
University Press, Oxford - New York 1949, XII + 327s. [MR 10, s. 686; JSL
14, s. 188-189]; [53™] Undecidable Theories (wsp6tautorzy: A. Mostowski
i R. M. Robinson). North-Holland Publishing Co., Amsterdam 1953, XIl
+ 98 s. [MR 15, s. 3 84; JSL 24, s. 167-169]; [56™] Logic, Semantics, Metama-
thematics. Papers from 1923 to 1938. Clarendon Press, Oxford 1956, XIV
+ 471 s. (przelozyt J. H. Woodger). [MR 17, s. 1171; JSL 34, s. 99-106];
(1) Drugie, poprawione wydanie ze wstepem i analitycznym indeksem po-
je¢ oraz pod redakcjg J. Corcorana. Hackett Publishing Co., Indianapolis,
Indiana 1983, XXX + 506 s. Dodruk (1) z nieznacznymi poprawkami, 1990;
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[56Ma] Ordinal Algebras, z dwoma dodatkami: (1) C. C. Chang: Some
additional theorems on ordinal algebras oraz (2) B. Jonsson: A unique
decomposition theorem for relational addition. North-Holland Publishing
Co., Amsterdam 1956, 133 s. [MR 18, s. 632; JSL25, s. 156-158. ]; [67™] An
Extended Arithmetic of Ordinal Numbers (wspdtautor J. Doner). System De-
velopment Corporation, report SP-2811/000/00, Santa Monica, California,
58 s. [MR 39 # 5374. ] (patrz [69a]. ); [67™a] The Completeness of Elementary
Algebra and Geometry. Institute Blaise Pascal, Paris 1967, IV + 50 s. (jest to
reprint ze szczotek korektorskich pracy, ktéra miata sie. ukaza¢ w r. 1940 w
"Actualités Scientifiques et Industrielles”, Hermann et C¥, Paryz, ale z powo-
du wojny druk nie doszedt do skutku); [71™] Cylindric Algebras. Part I. With
an Introductory Chapter: General Theory of Algebras (wspdtautorzy: L. Hen-
kin i J. D. Monk). North-Holland Publishing Co., Amsterdam 1971, VI +
508 s. [MR 47 # 3171]; [72™] Logique, sémantique, métamathématique:
1923-1944. T. 1, "Philosophies pour I’Age de la Science' '. Librairie Armand
Colin, Paris 1972, VIII + 276 s. (francuskie wydanie czesSci [56™]: artykutow
I -VIII pod kierunkiem G. Grangera); [74m] Logique, sémantique, méta-
mathématique: 1923-1944. T. 2, 'Philosophies pour I’Age de la Science".
Librairie  Armand Colin, Paris 1974, 331 s. (francuskie wydanie czesci
[56™]: artykutow IX-XVII, i dodatkowych artykutow XVII-XXI (bedacych
przektadami [39c], [41], [44a] i [67Ma]) pod kierunkiem G. Grangera; [81M]
Cylindric Set Algebras (wspotautorzy: H. Andréka, L. Henkin, J. D. Monk,
I. Németi). "Lecture Notes in Mathematics”, t. 883, Springer-Verlag, Ber-
lin-New Yorkl981, VIII + 323 s.; [81ma] The Collected Works of Alfred
Tarski. T. I, 1921-1934; t. 2, 1935-1944; t. 3, 1945- 1957; t. 4, 1958-1979.
Redaktorzy: S. R. Givant i R. N. McKenzie, University of California, Ber-
keley, California 1981, VII + 666 s. (t 1), VI + 700 s. (t. 2), VI + 682 s. (t. 3),
X + 737 s. (t. 4). (Naklad bardzo ograniczony. Przedrukowano jako
[86™]); [83™] Metamathematische Methoden in der Geometrie (wspotauto-
rzy: W. Schwabhduser, W. Szmielew. ) "Hochschultext”, Springer-Verlag,
Berlin 1983, VIII + 482 s. [JSL 51, 1073-1075]; [85™] Cylindric Algebras.
Part 1l (wspotautorzy: L. Henkin, J. D. Monk). North-Holland Publishing
Co., Amsterdam 1985, VII + 302 s.; [86™] The Collected Works of Alfred
Tarski. Volume 1, 1921-1934; Volume 2, 1935-1944; Volume 3, 1945-1957;
Volume 4, 1958-1979. Redaktorzy: S. R. Givant i R. N. McKenzie, Birkhédu-
ser, Basel - Boston - Stuttgart 1986, XIlI + 658 s. (t. 1), XII + 699 s. (t. 2),
X + 682 s. (t. 3), XIl + 757 s. (t. 4). (Przedruk [81™M]. W tomie 4, s. 729-757,
zmieszczony jest reprint pracy: S. Givant: Bibliography of Alfred Tarski
(JSL, 45, nr 4 (1986)). Bibliografia, o ktorej méwimy powyzej w uwadze
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wstepnej, jest wiasnie rozszerzong i uaktualniong wersjg bibliografii  Gi-
vanta).

[87™] A Formalization of Set Theory without Variables (wspotautor:
S. R. Givant). "American Mathematical Society Colloquium Publications",
t. 41, American Mathematical Society, Providence, Rhode Island 1987, XXI
+ 318 s.; [94™] Pisma logiczno-filozoficzne. Tom 1: Prawda. Wybrat, prze-
tozyt, redakcji naukowej dokonal, wstepem i przypisami opatrzyt J.  Zy-
gmunt. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 1995, XXIV + 390 s +
errata (krytyczne wydanie wszystkich prac Tarskiego o prawdzie i semanty-
ce).

B. Artykuly (wybdr). [21] Przyczynek do aksjomatyki zbioru dobrze
uporzadkowanego. ,Przeglad Filozoficzny”, t. 24 (1921), s. 85-94; [23] O wy-
razie pierwotnym logistyki. Teza Doktorska. ,Przeglad Filozoficzny”, t. 26
(1923), s. 68-89; (1) On the primitive term of logistic. W: [56™], s. 1-23
(poprawiony przekfad angielski [23], uwzgledniajagcy modyfikacje wprowa-
dzone w [23a] i [24]); [23a] Sur le terme primitif de la logistique. "Funda-
menta Mathematicae", t 4 (1923), s. 196-200 (wydanie francuskie czesci
[23]); [24] Sur les truth-functions au sens de MM. Russell et
Whitehead. ‘'Fundamenta Mathematicae”, t. 5 (1924), s. 59-74 (francuskie
wydanie czesSci [23]); [24a] Sur quelques théorémes qui équivalent a I’axio-
me du choix. "Fundamenta Mathematicae”, t. 5 (1924), s. 147-154; [24b]
O rownowaznosci wielokatow. ,,Przeglad Matematyczno-fizyczny”, t. 2 (1924),
S. 47-60; [24c] Sur les ensembles finis. 'Fundamenta Mathematicae”, t. 6
(1924), s. 45-95; [24d] Sur la décomposition des ensembles de points en par-
ties respectivement congruentes (wspdtautor: S. Banach). 'Fundamenta Ma-
thematicae", t. 6 (1924), s. 244-277; [25] Quelques théorémes sur les alephs.
"Fundamenta Mathematicae”, t. 7 (1925), s. 1-14; [26] Communication sur
les recherches de la théorie des ensembles (wspotautor: A. Lindenbaum).
»Sprawozdania z Posiedzen Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wy-
dziat Il Nauk Matematyczno-fizycznych”, t. 19 (1926), s. 299-330; [28]
Sur la décomposition des ensembles en sous-ensembles presque disjoints.
"Fundamenta Mathematicae”, t. 12 (1928), s. 188-205; [29] Les fondements
de la geométrie des corps. W: Ksiega Pamigtkowa Pierwszego Polskiego Zja-
zdu Matematycznego. Lwow 7-10 IX 1927 (dodatek do: ,,Rocznik Polskiego
Towarzystwa Matematycznego”). Krakéw 1929, s. 29-33; [29a] Geschicht-
liche Entwicklung und gegenwartiger Zustand der Gleichmachtigkeitstheo rie
und der Kardinalzahlarithmetik. W: Ksiega Pamigtkowa Pierwszego Pols-
kiego Zjazdu Matematycznego. Lwow 7-10 IX 1927 (dodatek do: ,,Rocznik
Polskiego Towarzystwa Matematycznego”). Krakéw, 1929, s. 48-54; [29b]
Sur les fonctions additives dans les classes abstraites et leur application au
probléme de la mesure. ,,Sprawozdania z Posiedzeri Towarzystwa Nauko-
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wego Warszawskiego, Wydziat Il Nauk Matematyczno-fizycznych”, t. 22
(1929 - wydane w 1930), s. 114-117 [rozwinieciem jest [380]];

[29c] Sur la décomposition des ensembles en sous-ensembles presque
disjoints. (Supplément a la note sous le méme titre du Volume XII de ce
Journal). "Fundamenta Mathematicae”, t. 14 (1929), s. 205-215; [29d] Na
marginesie  ,,Rozporzadzenia Prezydenta Rzeczypospolitej o ubezpieczeniu
pracownikéw umystowych z dnia 24 listopada 1927 r”. ,Ekonomista”, t. 29
(1929), s. 115-119.; [30] Une contribution a la théorie de la mesure. "Funda-
menta Mathematicae", t. 15 (1930), s. 42-50; [30a] Sur une propriété caracté-
ristique des nombres inaccessibles (wspoOtautor: W. Sierpinski). "Funda-
menta Mathematicae", t. 15 (1930), s. 292-300; [30b] Uber Aquivalenz der
Mengen in Bezug auf eine beliebige Klasse von Abbildungen. W: Atti del
Congresso Internazionale dei Matematici, Bologna 3-10 settembre 1928, t. 6.
Nicola Zanichelli, Bologna 1930, s. 243-252; [30c] Uber einige fundamen-
talen Begriffe der Metamathematik. ,,Sprawozdania z Posiedzenn Towarzy-
stwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat Il Nauk Matematyczno-fizy-
cznych”, t. 23 (1930), s. 22-29; [30d] Untersuchungen uber den Aussagen-
kalkiil (wspdtautor: J. tukasiewicz). ,,Sprawozdania z Posiedzen Towarzy-
stwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat 1l Nauk Matematyczno-fizy-
cznych”, t. 23 (1930), s. 30-50; (1) Investigations into the sentential calculus.
W: [56™M], s. 38-59 (poprawiony przektad angielski [30d]); (3) Badania nad
rachunkiem zdan. W: J. ktukasiewicz: Z zagadnien logiki i filozofii. Pisma
wybrane. Red. J. Shupecki, PWN, Warszawa 1967, s. 129-143 (polski przekiad
[30d] E. Vielrose’go); [30e] Fundamentale Begriffe der Methodologie der
deduktiven Wissenschaften. I. "Monatshefte fir Mathematik und Physik", t. 37
(1930), s. 361-404; (1) Fundamental concepts of the methodology of the
deductive sciences. W: [56™], s. 60-109 (poprawiony przektad angielski
[30e]); [30f] Sur les classes d’ensembles closes par rapport a certaines
opérations élémentaires. "Fundamenta Mathematicae", t. 16 (1930), s. 181-304;
[31] Sur les ensembles définissables de nombres réels. I. 'Fundamenta Ma-
thematicae”, t. 17 (1931), s. 210-239 (rozwinieciem s prace [48™] i [67™a]);
(1) On definable sets of real numbers. W: [56™], s. 110-142 (poprawiony
przektad angielski [31]); [31a] Les opérations logiques et les ensembles
projectifs (wspdtautor: K. Kuratowski). 'Fundamenta Mathematicae", t. 17
(1931), s. 240-248; [31lb] O stopniu rownowaznosci wielokatéw. ,,Miody
Matematyk”, t. | (dodatek do: ,Parametr”, t. 2) (1931), s. 37-44; [31/32]
Teoria dtugosci okregu w szkole $redniej. ,Parametr”, t. 2 (1931-1932), s. 257-
-267; [31/32a] Uwagi o0 stopniu rownowaznosci wielokatéw, parametr”, t. 2
(1931-1932), s. 310-314; [33] Einige Betrachtungen (ber die Begriffe der
w-Widerspruchsfreiheit und der w-Vollstindigkeit. "Monatshefte fir Mathe-
matk und Physik", t. 40 (1933), s. 97-112;
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[34] Z badan metodologicznych nad definjowalnoscig terminéw. ,,Prze-
glad Filozoficzny”, t. 37 (1934), s. 438-460; [35] Zur Grundlegung der
Boole’schen Algebra. 1. "Fundamenta Mathematicae”, t. 24 (1935), s. 177-
-198; (1) On the foundations of Boolean algebra. W: [56™], s. 320-341 (po-
prawiony przekfad angielski [35]); [35a] Grundziige des Systemenkalkiils.
Erster Teil. "Fundamenta Mathematicae”, t. 25 (1935), s. 503-526; (1) Foun-
dations of the calculus of Systems. W: [56™], s. 342-383 (poprawiony prze-
ktad angielski [35a] i [36d]); [35b] Der Wahrheitsbegriff in den formalisier-
ten Sprachen. "Studia Philosophica”, t. 1 (1935), s. 261-405 (niemiecki prze-
kfad [33™] L. Blausteina, z dodatkiem. Wydrukowano tez w postaci oddziel-
nego tomu we Lwowie, 1935, 145 s.; (1) The concept of truth in formalized
languages. W: [56™M], s. 152-278 (poprawiony przektad angielski [35b]);
[35d] Wahrscheinlichkeitslenre und mehrwertige Logik. "Erkenntnis”, t. 5
(1935), s. 174-175; [36] O ugruntowaniu naukowej semantyki. ,,Przeglad
Filozoficzny”, t. 39 (1936), s. 50-57 [artykut byt ttlumaczony na jezyk niemie-
cki, francuski, wioski, grecki]; [36a] O pojeciu wynikania logicznego. ,Prze-
glad Filozoficzny”, t. 39 (1936), s. 58-68 [recenzja niemieckiego przekfadu
w JSL 2, s. 83]; [36b] Uber die Beschranktheit der Ausdrucksmittel deduk-
tiver Theorien (wspotautor: A. Lindenbaum). "Ergebnisse eines Mathema-
tischen Kolloquiums”, t. 7 (1936), s. 15-22. [JSL 1, s. 115]; (1) On the limi-
tations of the means of expression of deductive theories. W: [56™], s. 384-392
(poprawiony przektad angielski [36b]); [36c] Uber die Erweiterungen der
unvollstandigen Systeme des Aussagenkalkils. "Ergebnisse eines Mathema-
tischen Kolloquiums”, t. 7 (1936), s. 51-57. [JSL 1, s. 116]; (1) On extensions
of incomplete Systems of the sentential calculus. W: [56™], s. 393-400 (po-
prawiony przektad angielski [36c¢]); [36d] Grundzige des Systemenkalkdils.
Zweiter Teil. 'Fundamenta Mathematicae”, t. 26 (1936), s. 283- 301. [JSL 1,
s. 71]; [36e] Sur les classes d’ensembles closes par rapport aux opérations
de Hausdorff. "Fundamenta Mathematicae”, t. 27 (1936), s. 277-288; [36h]
Ideale in den Mengenkorpern. ,Rocznik Polskiego Towarzystwa Matema-
tycznego”, t. 15 (1936-wydane w 1937), s. 186-189 [JSL3, s. 47]; [37] Uber
additive und multiplikative Mengenkérper und  Mengenfunktionen. ,,Spra-
wozdania z Posiedzen Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat
Il Nauk Matematyczno-fizycznych”, t. 30 (1937), s. 151-181; [37a] Sur la
méthode déductive. W: Travaux du IX® Congrés International de Philosophie,
t. 6, ,Actualités Scientifiques et Industrielles”, t. 535, Hermann et Ci¢, Paris
1937, s. 95-103 [JSL 3, s. 56]; [37b] Dodatek E do: J. H. Woodger: The
Axiomatic Method in Biology. Cambridge University Press, Cambridge, oraz
Macmillan, New York 1937, s. 161-172. [JSL 3, s. 42-43]; [38] Einige Be-
merkungen zur Axiomatik der Boole’schen Algebra. ,,Sprawozdania z Po-
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siedzen Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, Wydziat Il Nauk Mate-
matyczno-fizycznych, t. 31 (1938), s. 33-35 [JSL 4, s. 135];

[38a] Uber unerreichbare Kardinalzahlen. "Fundamenta Mathematicae",
t. 30 (1938), s. 68-89; [38b] Drei Uberdeckkungssatze der allgemeinen Men-
genlehre. "Fundamenta Mathematicae”, t. 30 (1938), s. 132-155; [38c] Ein
Uberdeckungssatz fiir endliche Mengen. "Fundamenta Mathematicae”, t. 30
(1938), s. 156-163; [38d] Eine &quivalente Formulierung des Auswahl-
axioms. 'Fundamenta Mathematicae", t. 30 (1938), s. 197-201; [38e] Uber
das absolute MaR linearer Punktmengen. "Fundamenta Mathematicae”, t. 30
(1938), s. 218-234; [38f] Ein Beitrag zur Axiomatik der Abelschen Gruppen.
"Fundamenta Mathematicae”, t. 30 (1938), s. 253-256; [38g] Algebraische
Fassung des Malproblems. "Fundamenta Mathematicae”, t. 31 (1938), s. 47-
-66; [38h] Der Aussagenkalkil und die Topologie. 'Fundamenta Mathemati-
cae", t. 31 (1938), s. 103-134 [JSL 4, s. 26-27]; (1) Sentential calculus and
topology. W: [56™], s. 421-454 (poprawiony przektad angielski [38h]); [39]
Ideale in vollstindigen Mengenkdrpern. 1. "Fundamenta Mathematicae”, t. 32
(1939), s. 45-63 [MR 8, s. 193]; [39a] Boolesche Ringe mit geordneter Basis
(wspotautor A. Mostowski). 'Fundamenta Mathematicae”, t. 32 (1939), s. 69-
-86 [JSL 4, s. 124-125]; [39b] On well-ordered subsets of any set. "Funda-
menta Mathematicae”, t. 32 (1939), s. 176-183; [39c] On undecidable state-
ments in enlarged systems of logic and the concept of truth. "The Journal of
Symbolic Logic", t. 4(1939), s. 105-112; [MR 1, s. 34; JSL 5, s. 115-116];
[41] On the calculus of relations. "The Journal of Symbolic Logic", t. 6
(1941), s. 73-89 [MR 3, s. 130; JSL 7, s. 38]; [43] On families of mutually
exclusive sets (wspoOtautor R Erdds). "Annals of Mathematics", t. 44 (1943),
s. 315-329 [MR 4, s. 269]; [44] The algebra of topology (wspotautor: J. C. C.
McKinsey). "Annals of Mathematics", t. 45 (1944), s. 141-191 [MR 5, s. 211;
JSL 9, s. 96-97]; [44a] The semantic conception of truth and the foundations
of semantics. "Philosophy and Phenomenological Research”, t. 4 (1944),
s. 341-375 [MR 6, s. 31; JSL 9, s. 68]; (19) Semantyczna koncepcja prawdy
i podstawy semantyki. W: [94™M], s. 228-282 (polski przektad [44a]). [Artykut
[44a] byt wielokrotnie przedrukowywany i tlumaczony na wiele jezykow];
[45] Ideale in volistandigen Mengenkérpern. 1. "Fundamenta Mathemati-
cae”, t. 33 (1945), s. 51-65. [MR 8, s. 193]; [46] On closed elements in closure
algebras (wspétautor J. C. C. McKinsey). "Annals of Mathematics", t. 47
(1946), s. 122-162 [MR 7, s. 359; JSL 11, s. 83-84]; [46a] A remark on
functionally free algebras. "Annals of Mathematics”, t. 47 (1946), s. 163-165
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I1l. INFORMACJE BIOGRAFICZNE. Alfred Tarski urodzit sie 14
stycznia 1901 r. w Warszawie w rodzinie Ignacego i Rdzy Tajtelbaumow.
Swiadectwo dojrzatosci uzyskat w 1918 r. w O$mioklasowej Szkole Ziemi
Mazowieckiej. W okresie 15. 10. 1918 - 22. 03. 1924 studiowat na Wydziale
Filozoficznym Uniwersytetu Warszawskiego. Zamierzat ,,poswieci¢ sie pra-
cy naukowej na polu biologii”. Po kilku miesigcach biologie porzucit dla
matematyki. Uniwersyteckimi  nauczycielami Tarskiego byli: Czestaw Bia-
fobrzeski, Zygmunt Janiszewski, Jan +tukasiewicz, Tadeusz Kotarbinski, Ka-
zimierz Kuratowski, Stanistaw Le$niewski, Leon Petrazycki, Stefan Pien-
kowski i Wactaw Sierpinski. Pierwsza prace naukowg ogtosit jako student Il
roku; nosita ona tytut Przyczynek do aksjomatyki zbioru dobrze uporzadko-
wanego. Z seminarium profesora Stanistawa LeSniewskiego w Uniwersytecie
Warszawskim (por. [21]). Studia ukonczyt doktoratem na podstawie pracy
O wyrazie pierwotnym logistyki, ktorej promotorem byt Stanistaw LeSnie-
wski. (Na tzw. Karcie Archiwalnej, wypelnianej przez uniwersyteckg admi-
nistracie w momencie ukofczenia przez stuchacza studidw, czytamy, ze
Alfred Tarski ,przestudiowat catkowity kurs wydziatu filozoficznego sekcji
matematycznej, napisat rozprawe doktorskg i w dniu 22 marca 1924 r. zostat
promowany na doktora filozofii ze stopniem Doctoris philosophiae™).

W Kkarierze tworczej i zawodowej Tarskiego, trwajacej ponad szesc¢dzie-
sigt lat, wyrdzni¢ mozna trzy okresy: warszawski (do sierpnia 1939 r. ), wscho-
dnioamerykanski (sierpied  1939-czerwiec 1942) oraz kalifornijski w Berke-
ley (1942-1983). Oméwimy teraz pokrotce te okresy.

Po doktoracie Tarski podjgt jeszcze studia matematyczno-fizyczne w za-

kresie astronomii, fizyki doswiadczalnej i teorii wzglednosci, ktorych po
niecatym roku zaniechal, oddajagc sie bez reszty pracy tworczej. W roku
1925 uzyskat tytut docenta filozofii i matematyki Uniwersytetu Warsza-

wskego. Od 1 X 1929 r. byt starszym asystentem Seminarium Filozoficzne-
go Jana tukasiewicza, a od 1 X 1934 adiunktem. Nie udalo mu sie uzyskaé
profesury ani w Warszawie, ani nigdzie indziej. Jesienig 1928 roku rozpoczat
starania 0 objecie katedry logiki matematycznej na Uniwersytecie Jana Ka-
zimierza, ktorej jednak nie dostat. [Konkurs w tej sprawie zostal rozstrzyg-
niety w roku 1930 na rzecz Leona Chwistka]. Na Uniwersytecie Warsza-
wskim prowadzit zajecia zlecone. Uczyt tez matematyki w liceum im. Ste-
fana Zeromskiego i logiki w Instytucie Pedagogicznym!. W okresie warsza-
wskim Tarski prowadzit nadzwyczj intensywne i wielotematyczne badania
w zakresie logiki matematycznej, semantyki, teorii mnogosci, teorii miary,
podstaw geometrii, dydaktyki logiki i geometrii. Cata jego pdzniejsza twor-

1 Dane bibliograficzne pochodza z dokumentéw znajdujacych sie w Archiwum UW oraz ksigzki
Czy wiesz, kto to jest? pod red. Stanistawa tozy. Wydawnictwo Gtoéwnej Ksiegarnii Wojskowej,
Warszawa 1938.
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czo$C jest zakorzeniona w tym wiasnie okresie. Opublikowat wtedy 3 ksigzki,
62 artykuty i 16 abstraktéw. Juz okoto roku 1930 Tarski stat sie czotowa po-
stacig warszawskiej szkoly logicznej i matematycznej. Godny podkreslenia
jest fakt jego kooperacji z niemal wszystkimi wybitnymi przedstawicielami
tej szkoty: Tarski publikowat wspolnie ze Stefanem Banachem i Adolfem Lin-
denbaumem, ze swoimi nauczycielami: Janem tukasiewiczem, Kazimierzem
Kuratowskim i Wactawem Sierpinskim, oraz ze swoim uczniem Andrzejem
Mostowskim. Uczestniczyl aktywnie w rodzimym i miedzynarodowym zy-
ciu naukowym. Byt czestym prelegentem na posiedzeniach Towarzystwa Fi-
lozoficznego i Towarzystwa Matematycznego, brat udziat w Polskich Zja-
zdach Filozoficznych (1927, 1936), Kongresie Matematykéw Stowianiskich
(Warszawa 1929) i Ill Kongresie Matematyki Polskiej (Warszawa 1937).
Uczestniczyt w miedzynarodowych konferencjach filozoficznych w Pradze
(1934), Paryzu (1935) i Amersfoort (1938). W Ilutym 1930 roku na zapro-
szenie Hansa Hahna wyjechat po raz pierwszy do Wiednia; na seminarium
Hahna przedstawit dwa odczyty: o arytmetyce liczb kardynalnych oraz o ak-
sjomacie wyboru i uog6lnionej hipotezie continuum, u Schlicka za$ mowit
o rachunku zdan i jego metateorii. Wizyte te mozna uwazaC za poczatek
Scislejszych kontaktéow miedzy szkola warszawska i wiedenska, w wyniku
ktérych Koto Wiedenskie bedzie pod rosngcym wplywem logiki polskiej.
Ponowng podréz do Wiednia odbyt Tarski w roku 1935 na zaproszenie Karla
Mengera; na prowadzonym przez niego mathematisches Kolloguium wykia-
dat o rozszerzeniach niezupetnych systeméw rachunkéw zdaniowych oraz
0 ograniczonosci  srodkéw wyrazu teorii dedukcyjnych (por. odpowiednio
[36b] i [36¢]). Spotkat sie wtedy ponownie z Carnapem i Popperem.

Na Kongresie Filozofii Naukowej (Paryz 1935 r. ) przedstawit dwa od-
czyty: O ugruntowaniu naukowej semantyki (por. [36]) i O pojeciu wynikania
logicznego (por. [36a]), wzbudzajac zainteresowanie i polemike woko6t pro-
bleméw semantycznych. [Artykut [36a] po dzi$ dzien stanowi Zzrodio inspi-
racji, interpretacji i rozmaitych krytyk (cf. wymienione wyzej prace Etche-
mendy’ego, McGee, Goméz-Torrente i Sagdillo. ]

Okres wschodnioamerykanski rozpoczat sie doktadnie 21 sierpnia 1939
roku w porcie w Nowym Jorku; w tym wiasnie dniu Tarski przybyt do USA,
by wzig¢é udziat w Konferencji Jednosci Nauki (Harward University, Cam-
bridge, Mass., wrzesien 1939) oraz aby odby¢ tournee odczytowe po kilku
uniwersytetach. Wizyte, zaplanowang na okolo 2 miesigce, zaaranzowat
Quine2. Wybuch drugiej wojny $wiatowej i dalszy jej przebieg spowodowat,

2Znaljomoéé Tarskiego i Quine’a datuje sie od roku 1933, kiedy Quine za namowa Camapa
przyjechat do Warszawy, by uczy¢ sie najnowszej logiki. Quine uczestniczyt przez 6 tygodni w
seminariach prowadzonych przez tukasiewicza i Tars kiego. [Ten epizod jest wazny dla historii logiki i
powinien by¢ skrupulatnie zbadany. ]
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ze Tarski na zawsze pozostat w Ameryce i nigdy do Polski na state nie po-
wrécit. Do jesieni 1942 r. przebywal na wschodnim wybrzezu, poszukujac
statego miejsce (ktérego jednak nie znalazt). Dzieki pomocy M. Stone’a,
Quine’a, E. Nagla i H. Curry’ego i innych otrzymat statg wize imigracyjng
do USA oraz tymczasowe posady. Lata 1939-1941 spedzit gtéwnie na Har-
vardzie; wtedy nawigzal wspdlprace z logikiem i matematykiem J. C. C.
McKinsey’em, z ktorym napisat trzy fundamentalne rozprawy o algebrai-
cznych aspektach topologii i zastosowaniu metod topologicznych do logiki
intuicjonistycznej i modalnej: [44], [46] i [48] (por. tez [48™]). W roku 1940
wiosng wykladat logike na City University of New York, gdzie jego stu-
dentem byt Keneth Arrow (cf. [41™], s. XVI). W roku akademickim 1941/1942
przebywat w Princeton, w Institute for Advanced Study. Spotkat tam Paula
Erdésa, z ktorym napisat artykut z dziedziny teorii mnogosci [43], oraz
odnowit kontakty z Kurtem Gobdlem, cztonkiem tego Instytutu od roku 1940.
Z Erddsem wspdtpracowat jeszcze w latach pdzniejszych (cf. [61b]).

Jesienig 1942 r. Tarski zostat zatrudniony jako wyktadowca w Depart-
ment of Mathematics, University of California, Berkeley; w roku 1948 uzy-
skat tam profesure zwyczajng, na ktorej pozostat do emerytury. W latach
1944-1946 byt Tarski prezydentem Association for Symbolic Logic. Dzie-
ki rozmaitym zabiegom organizacyjnym, wspartych niekwestionowanym auto-
rytetem naukowym, potrafit w przeciggu kilku lat stworzy¢ na uniwersytecie
w Berkeley jeden z najwazniejszych os$rodkdéw w skali Swiatowej w zakresie
logiki, podstaw matematyki i metodologii nauk. Pozyskat do wspOtpracy
zarbwno matematykow, jak i filozofow. W latach piecdziesigtych i szes¢-
dziesigtych  kierowat  miedzynarodowym  programem  badawczym  poSwie-
conym szeroko rozumianej logice matematycznej, obejmujgcym m. in. lo-
giczne metody rozstrzygania, teorie modeli, logike z wyrazeniami nieskon-
czenie dlugimi, algebry cylindryczne, podstawy teorii mnogosci, geometrii
itd. Streszczenie wynikow otrzymanych w tym programie oraz nazwiska
uczonych biorgcych udziat w badaniach znalezé mozna w specjalnych ra-
portach sygnowanych przez Tarskiego (patrz [52PF], [54Ff],.. [68P]). Usta-
nowit tez Tarski oryginalny program interdyscyplinarny w zakresie logiki
i metodologii nauk dla doktorantow. W Berkeley zorganizowatl dwa sympo-
zja: jedno na przetomie lat 1957/1958 poswiecone metodzie aksjomatycznej,
ze szczegOlnym podkreSleniem jej zastosowan w geometrii i fizyce (a wiec
tematowi, ktory jest obecny w niemal catej twodrczosci Tarskiego i stanowi
0 jej specyfice; cf. [59¢]), drugie w roku 1963 na temat teorii modeli (czyli
dziedziny, ktdérej Tarski byt wspoHwdrcg i ideowym przywddca, cf. [65°].
W ramach International Union for the History of Philosophy of Science (byt
jej prezydentem w latach 1956-1957), powotat do zycia organizacje Division
of Logic, Methodology, and the Philosophy of Science. Zadaniem DLMPS
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jest organizacja miedzynarodowych kongresdw, ktore, poczawszy od pierw-
szego kongresu tego rodzaju na Uniwersytecie Stanford w roku 1960 (cf.
[62¢]) pracuja wedlug oryginalnego schematu opracowanego przez Tarskie-
go. Tworzagc DLMPS, Tarski urzeczywistnit pod pewnym wzgledem i na
wiekszg skale przedwojenng idee jednosci nauki. Byt rzecznikiem swobo-
dy badan naukowych i ich prowadzenia w imie zaspokojenia estetycznych
i intelektualnych potrzeb czlowieka. Interesowal sie Zzyciem kulturalnym
i naukowym w powojennej Polsce. Wielu polskich logikéw, filozofow i ma-
tematykéw skorzystalo z jego goscinnosci i opieki naukowej w Berkeley.
Do kraju przyjechat kilka razy, m. in. na sympozjum ,Metody infinitystyczne”
(Warszawa, wrzesien 1959) oraz na kolokwium metodologiczne o uzasadnia-
niu twierdzen i decyzji (1961). Otrzymat 3 doktoraty honoris causa: na Uni-
wersytetach w Santiago de Chile, Paryzu i Helsinkach. Byt czionkiem British
Academy i Holenderskiej Akademii Nauk. Nie powiodty sie, niestety, stara-
nia o przyznanie Tarskiemu czionkowstwa zagranicznego Polskiej Akademii
Nauk.
Alred Tarski zmart 27 pazdziernika 1983 roku w Berkeley w Kalifornii.

IV. OSIAGNIECIA. 1. Teoria Mnogosci. Teoriomnogosciowe badania
Tarskiego z okresu przedwojennego nalezg do ogolnej teorii mnogosci; do-
tyczyty aksjomatu wyboru i jego rownowaznikéw, arytmetyki liczb kardy-
nalnych i porzadkowych, wielkich liczb kardynalnych oraz teorii miary. Po
wojnie wiekszo$¢ z tych tematdw nadal pozostanie w sferze zainteresowan
Tarskiego, ale podejmowane one bedg z bardziej wyrazistych pozycji me-
todologicznych, ktére Tarski sobie wypracowat. Charakterystyczna bedzie
Hinterdyscyplinarnos$¢” badarn  teoriomnogosciowych, bowiem bedg one $ci-
Sle korespondowa¢ z rozwazaniami z zakresu algebr Boole’a, logik infinitar-
nych, abstrakcyjnej teorii miary, oraz przewija¢ sie przez nie bedg motywy
algebraiczne - akcentowane przez samego Tarskiego (wspomnimy o tym
jeszcze za chwilg). Pojawi sie tez w pewnym stopniu metamatematyka teo-
rii mnogosci (patrz np. w [62]). Zapowiedziane w [64], s. 226, studium me-
tamatematyczne nie doszto do skutku; przypuszcza¢ nalezy, iz stalo sie tak
dlatego, ze w owym momencie pojawita sie catkiem nowa idea - pojecie
wymuszania (forcing) Paula Cohena, do ktorej Tarski nie nawigzat; uczynili
to jedynie jego uczniowie.

Filozoficznie doniosta jest praca [24c], w ktorej pojecie skofczonosci
zbioru rozwaza sie niezaleznie od pojecia liczby naturalnej i bez odwoly-
wania sie do aksjomatu wyboru. Podejscie Tarskiego jest tu charakterysty-
czne i pojawi sie jeszcze w technicznych fragmentach monografii o praw-
dzie [33™] i pracach o algebrze Boole’a. Mianowicie, z dowolnym zbiorem
w sposob naturalny skorelowana jest pewna struktura porzadkowa: rodzina
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wszystkich podzbiorow danego zbioru i relacja inkluzji miedzy tymi pod-
zbiorami. Zbior jest skonczony w sensie Tarskiego, jesli w kazdej niepustej
podrodzinie jego podzbiordw istnieje element maksymalny (ze wzgledu na
inkluzje). Skonczono$¢ zostata wiec wyrazona w terminach porzadkowych,
bez pomocy liczb naturalnych czy pojecia rownolicznosci zbiorow. Pod ko-
niec lat trzydziestych badania zbiorow skofAczonych podjat uczenn Tarskiego,
Andrzej Mostowski, ktory postuzyt sie tzw. metodg relatywizacji pochodza-
cg od Tarskiego i wypracowang po czeSci przez siebie metodg modeli per-
mutacyjnych.

Obszerna praca [26], napisana wraz z Adolfem Lindenbaumem, jest pod-
sumowaniem rezultatdbw osiggnietych przez kazdego z autoréw, jak i wy-
nikobw wspdlnych. ,Wyniki te dotyczg rdéznych dziatow teorji mnogosci: teo-
rji réwnosci mocy i liczb kardynalnych, teorji odwzorowan jednoznacznych,
teorji  uporzadkowania i typdw porzadkowych, podstaw arytmetyki liczb
porzadkowych, wreszcie teorji mnogosci punktowych. Wszystkie twierdze-
nia podane sg bez dowodOw; autorowie zamierzajg uzasadni¢ i rozwingé swe
wyniki w przysztych pracach o charakterze specjalnym” ([26], s. 299).

Tak sie jednak nie stato. Twierdzenia Tarskiego i Lindenbauma zaczety
zy¢ wilasnym zyciem, a ich uzasadnianiem zajmowali sie zazwyczaj inni.
Wiele uwagi poswiecit im Wactaw Sierpinski. W jego Zarysie teorji mnogos$-
ci (wyd. 111, 1928, s. 1) czytamy:

»Miedzy réznemi nowemi wynikami uwzglednitem tez wiele wynikéw
p. A. Tarskieg o: wsrdd nich sg i takie jego wyniki, ktére dotad nie byly
publikowane, oraz takie, ktore byly ogtaszane bez dowoddw, zakomuniko-
wanych mi uprzejmie przez autora.. ”. W roku 1947 Sierpinski opublikowat
5 artykutdw ("Fundamenta Mathematicae", t. 34), ktére poswiecit dowodom
roznych twierdzen sformutowanych w [26]; m. in. uzasadnit stynne tw. 94,
ktére gtosi, ze uogdlniona hipoteza continuum implikuje aksjomat wyboru.

Z punktu widzenia przysztego rozwoju teorii mnogosci wazne bylty wy-
niki Tarskiego dotyczace mnozenia i potegowania alefow (cf. [26], pkt. C).

Charakterystyczne dla calej tworczosci Tarskiego motywy algebraiczne
sg dobrze widoczne takze w jego pracach teoriomnogo$ciowych. Tarski
dazy do algebraizacji teorii mnogosci, i w tych usitowaniach widaé dwa
zasadnicze nurty. Pierwszy dotyczy istnienia i mocy roznych obiektéw wcho-
dzacych w skiad ciat zbiorow (ktére, jak wiadomo, sg szczegbélnymi przypa-
dkami algebry Boole’a) i jest nierozerwalnie zwigzany z bardziej zaawanso-
wanymi badaniami z zakresu algebr Boole’a. Drugi nurt wylania sie z ,teorji
odwzorowali jednoznacznych” (patrz [26], s. 299 oraz s. 190-196) i zdgza do
ogolnego ujecia algebraicznych wiasnosci dziatah na liczbach kardynalnych
i porzagdkowych (por. np. [49], [54]) oraz wyabstrahowania z nich catkiem
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ogolnych stuktur zwanych algebrami kardynalnymi i algebrami porzadko-
wymi (cf. [49™], [56™a]).

W pierwszym nurcie badan mamy szereg prac: [30], [30f], [37], [38b],
[38g], [39], [43], [62] i [64]. Sposrod szczegGtowych osiggnie¢ Tarskiego
wymienmy kilka: W [30] Tarski udowodnit, ze istnienie dwuwartosciowej
miary na danym zbiorze jest rownowazne istnieniu ideatu pierwszego w zbio-
rze potegowym rozwazanego zbioru; a stad wywiddt twierdzenie, ktére dzi$
nazywamy twierdzeniem o ideale pierwszym (resp. o ultrafiltrze). W [30a]
wprowadzone  zostato  pojecie liczby  kardynalnej  (mocno)  nieosiggalnej.
[m jest liczbg mocno nieosiggalng, jesli m jest nieprzeliczalna, regularna
i nP < m dla wszystkich liczb n, p < m. ] Obszerny wyktad teorii liczb nie-
osiggalnych znajduje sie w [38a]. Jedno z twierdzen w [39] glosi: jesli E jest
zbiorem nieskoiczconym mocy m, to liczba niegtéwnych ideatéw pierw-
szych zbudowanych z podzbioréw zbioru E wynosi 2 do potegi 2 do potegi m
(a wiec jest najwieksza, jakg by¢ moze). Inne za$, ze kazda liczba kardynalna
mierzalna jest nieosiggalna. [Liczbe kardynalng m nazywamy mierzalng, jesli
w ciele wszystkich podzbioréw zbioru mocy m istnieje ideat pierwszy,
niegtdwny i n-addytywny w kazdej mocy n < m. ]

Cel obszernej rozprawy [30f] Tarski ujat nastepujaco:

"étant donné un ensemble infini A, combien y a-t-il de classes de sous-en-
sembles de A pourvues d’une propriété donné P? Les propriétés P, envisagées
ici, ne sont d’ailleurs ni arbitraires, ni trop générales [... ]".

Dodajmy, ze to ogdlne okreslenie mozna odnies¢ do innych, pézniej-
szych prac. W [30f] Tarski w istocie koncentruje sie na oszacowaniu liczby
wszystkich cial podzbiordw ustalonego zbioru i liczby ideatow pierwszych
w ciele wszystkich podzbioréw danego zbioru. We wspdlnej z Erddésem pracy
[43] rozwazany jest problem tego samego typu: czy w kazdym ciele zbiordw
istnieje rodzina zbiorow parami rozigcznych, ktdrej moc jest maksymalna?
Rozwigzanie jest na og6t pozytywne, ale zalezy istotnie od pojecia liczby
kardynalnej nieosiggalnej. Ten fakt stat sie dla autordw pretekstem do sfor-
mutowania w ostatniem fragmencie artykutu [43] kilku ogolnych idei i pro-
bleméw otwartych. Stymulowaly one przyszte badania samych autoréw
(cf. [61b]), jak rdwniez uczniéw Tarskiego, Williama Hanfa i Jerome Keis-
lera. Rozwazano ogolne pytanie: czy liczby mocno nieosiggalne sg silnie
zwarte, mierzalne i stabo zwarte? Okazato sie, ze pytanie to ma Scisty zwia-
zek z nowo powstaty dziedzing, jaka jest logika jezykéw nieskoriczonych
(w ktérych formuly sg nieskofczenie dhugie); zwigzek ten ujawnit sam Tar-
ski [62] oraz Hanf (w pracy doktorskiej pod kierunkiem Tarskiego). W
szczegblnosci  Tarski pokazat, ze wiele liczb nieosiggalnych to liczby stabo
niezwarte, a wiec i niemierzalne. Ostatnia wielka praca Tarskiego z dziedzi-
ny teorii mnogosci, napisana wspolnie z Keislerem, dotyczy liczb nieosig-
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galnych [64]; autorzy stosowali w niej nowg na owe czasy konstrukcje
(pochodzacg od J. tosia), zwang ultraproduktem. [Rozdziat 10 pt. Liczby

kardynalne nieosiggalne monografii K. Kuratowskiego i A. Mostowskie-
go: Teoria mnogosci, wyd. Ill, PWN 1978, w duzej mierze opiera sie na
wynikach i metodach Tarskiego oraz jego wspdtpracownikéw. Autorzy ci

nazywajg ,kombinatorycznym” podejscie do liczb nieosiggalnych, ktore
zostato wypracowane w [61b] i [64]].

2. Algebra i logika: Algebry Boole’a; algebry relacyjne; algebry
Boole’a z operatorami; algebry Brouwerowskie i algebry domknieci;
algebry cylindryczne. Algebra Boole’a dla samego jej twdrcy i jego kon-
tynuatorow w XIX wieku byta tylko algebraicznym wariantem rachun-
ku zdan. Dopiero w latach trzydziestych naszego stulecia dzieki pracom
E. V. Huntingtona, B. A. Bernsteina, M. H. Stone’a i Tarskiego stata sie sa-
modzielng dyscypling czystej matematyki. Wtedy to bowiem klase algebr
Boole’a okreslono jako klase modeli stosownego ukladu aksjomatéw, podje-
to metalogiczne badania dotyczace réznych uktadéw aksjomatow dla tej teo-
rii  (Huntington, Tarski) i matematyczne badania algebr Boole’a jako sys-
temoéw algebraicznych (Stone, Tarski), oraz ukazany zostat stosunek, w jakim
logika zdan pozostaje do algebry Boole’a (Tarski); zwigzek ten zostat na-
stepnie  rozciagniety na logike kwantyfikatorow oraz logiki nieklasyczne
(Tarski i jego wspotpracownicy: McKinnsey, Henkin, Jonsson, Horn, Monk
i inni).

Jak wspomnielismy wyzej, w [30] znajdujemy wynik, ktory gtosi, ze
w algebrze Boole’a wszystkich podzbiorow danego zbioru nieskoriczonego
istnieje niegtdwny i maksymalny ideat. Wiadomo, ze uogélnienie tego re-
zultatu na dowolne algebry Boole’a stanowi kluczowy moment w teorii re-
prezentacji tych algebr (Stone 1936). W artykule [35] Tarski podat kilka
rownowaznych  sformutowann pojecia algebry Boole’a (uzywajac  jednego
pojecia pierwotnego: inkluzji), zdefiniowal pojecie zupeinej algebry Boole’a
i pojecie atomowej algebry Boole’a oraz udowodnit twierdzenie o reprezen-
tacji dla zupetnych i atomowych algebr Boole’a (bedace szczegdlnym przy-
padkiem twierdzenia Stone’a). W artykule o rachunku systeméw: [35a],
s. 520, Tarski wprowadzit stynng konstrukcje, ktdra pozniej w literaturze
logicznej zyskata miano algebry Lindenbauma badz algebry Lindenbauma-
-Tarskiego (por. np. Surma 1982).

W latach 1937-1940 Tarski rozwazat mozliwos¢ poszerzenia parady-
gmatu Boole’owskiego, polegajgcg na zastapieniu algebr Boole’a struktura-
mi bogatszymi, w ktorych, oprécz zwyklych dziatai (odpowiednikéw spoj-
nikbw zdaniowych), beda rowniez operacje korespondujgce z pozostatymi
pojeciami  logicznymi  (kwantyfikatorami,  identycznoscig) lub  zwykbymi
dziataniami na relacjach (suma mnogosciowa, iloczyn wzgledny itp). W tych
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badaniach Tarski $wiadomie nawigzat do bogatego kierunku algebraicznego
dziewietnastowiecznej logiki (De Morgan, Peirce, Schrdder), widzac tam
zrodto idei i problemdw otwartych.

W roku 1940, na wspdlnym zjezdzie Association for Symbolic Logic,
American Philosophical Association i American Association for the Advan-
cement of Science, Tarski wygtosit odczyt plenarny pt. O rachunku relacji
(opublikowany jako [41]), ktory stat sie waznym wystgpieniem progra-
mowym, majacym dalekosiezne konsekwencje dla dalszego rozwoju badan
algebraicznych, logicznych i metamatematycznych. Poswiecimy mu  wiec
nieco wiecej uwagi.

W [41] Tarski przedstawit swoje poglady co do historii rachunku relacji,
podkreslit wazno$¢ tego rachunku oraz, co najwazniejsze, na tle pewnej me-
todologii postawit kilka kwestii do zbadania. Stwierdzit, ze to nie De Mor-
gan, lecz Peirce potozyt podwaliny pod teorie relacji jako dyscypline de-
dukcyjng, a ksigzka Schrodera Algebra und Logik der Relative -, jak dotad
jedyne obszerne ujecie rachunku relacji - zawiera bogactwo nierozwigzanych
probleméw i wskazuje kierunek przyszlych badan”. Natomiast ,,Principia
Mathematica tylko w nieznacznym stopniu przyczynity sie do rozwoju teo-
rii relacji jako samodzielnej dyscypliny dedukcyjnej. Trzeba stwierdzi¢ [... ],
Ze teoria ta, zwilaszcza rachunek relacji, znajduje sie praktycznie na tym
samym etapie rozwoju, na jakim byla czterdziesci pie¢ lat temu” (cf. [41],
s. 73-74). Nastepnie Tarski nakreslit dwa sposoby konstruowania rachunku
relacji (dwucztonowych).

Pierwszy polega na sformulowaniu teorii ogdlniejszej, zwanej elemen-

tarng teorig relacji, i wyodrebnieniu stosownego jej fragmentu, ktdry uzna-
my za rachunek relacji. Ot6z elementarng teorie relacji nadbudowujemy nad
wezszym rachunkiem funkcyjnym Hilberta i Ackermanna, w ktéorym wy-

stepujag dwa rodzaje zmiennych, zmienne indywiduowe i zmienne relacyjne,
oraz kwantyfikatory wigzace tylko zmienne indywiduowe. Ponadto w jezyku
mamy (1) stale specyficzne absolutne (czyli Boole’owskie) na oznaczenie:
relacji pelnej, relacji pustej, uzupelnienia relacji, sumy relacji i iloczynu
relacji, (2) state specyficzne relatywne (czyli Peirce’owskie) na oznaczenie
identycznosci  (miedzy indywiduami), roéznosci, konwersu, sumy wzglednej
i iloczynu wzglednego relacji oraz (3) znak identycznosci, ktory wyraza
identyczno$¢ relacji. Elementarng teorie relacji w tym jezyku otrzymujemy
przez przyjecie stosownego ukiadu aksjomatéw (Tarski formutuje 12 specy-
ficznych aksjomatow; w kazdym z nich wystepujg kwantyfikatory i zmienne
indywiduowe). Zbiér wszystkich twierdzen tej teorii, ktére nie zawierajg
zadnej zmiennej indywiduowej ani zadnego kwantyfikatora, uwazamy wia-
$nie za rachunek relacji zbudowany pierwszym sposobem.
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Stosujgc drugg metode, konstruujemy rachunek relacji w prostszym je-
zyku, ktéry powstaje z powyzego jezyka przez usuniecie zmiennych in-
dywiduowych i kwantyfikatorow; w tym prostszym jezyku mamy wiec jeden
rodzaj zmiennych. Przymujemy aksjomaty, ktore ze wzgledow jezykowych
muszg by¢ jednak inne niz poprzednio. W naturalny sposéb dzielg sie one
na trzy grupy: w pierwszej charakteryzujemy pojecia logiczne (w tym wypa-
dku sg to tylko spojniki rachunku zdan), aksjomaty drugiej grupy cha-
rakteryzujag  pojecia absolutne i relacje identycznosci miedzy relacjami
(pod wzgledem formalnym sg to wiec aksjomaty algebry Boole’a), w trze-
ciej grupie mamy aksjomaty specyficzne dla poje¢ relatywnych. Z tych
aksjomatdw wyprowadzamy twierdzenia, positkujgc sie tylko regulg odry-
wania i regutg podstawiania.

Rachunek relacji w ujeciu drugim jest ex definitione teorig aksjomaty-
czng, a nie podzbiorem twierdzer innej teorii aksjomatycznej, z czym mamy
do czynienia w wypadku pierwszej metody. W zwigzku z tym stawia Tarski
pytanie o petnos¢ drugiej formalizacji (wzgledem pierwszej): czy kazde
twierdzenie rachunku relacji w sensie metody pierwszej jest twierdzeniem
rachunku relacji w sensie metody drugiej lub réwnowaznie - z uwagi na
twierdzenie Godla o petnosci dla wezszego rachunku funkcyjnego - czy
kazde zdanie rachunku relacji, ktére jest prawdziwe w kazdym modelu
elementarnej teorii relacji, jest twierdzeniem rachunku relacji okre$lonego
drugim sposobem?

Nastepnie Tarski sformutowat problem reprezentacji, czyli pytanie na-
stepujgce: czy kazdy model uktadu aksjomatow rachunku relacji w sensie
drugim (czyli algebra relacyjna) jest izomorficzny z konkretng algebrg re-
lacji, tj. klasa relacji dwuczionowych na pewnym ustalonym zbiorze, ktora
zawiera relacje pelng, pusta i identycznosciowg oraz jest zamknieta na
operacje Boole’owskie i Peirce’owskie (iloczyn wzgledny i konwers)?

Tak zwane arytmetyczne wiasnosci algebr relacyjnych (tzn. wiasnosci
dziatan, relacji miedzy elementami itp., ktdre nie zaleza od poje¢ mno-
gosciowych) badata Louise H. Chin (patrz [51]; doktorat u Tarskiego w 1948).

Nad problemem reprezentacji i petnosci algebr relacyjnych pod koniec lat
czterdziestych pracowali Tarski, jego uczen Bjarni Jonsson oraz Roger Lyn-
don. Prdéby znalezienia rozwiazania doprowadzity Tarskiego i Jonssona do

okreslenia nowej klasy algebr, zwanych algebrami Boole’a z operatorami,
i stworzenia teorii tych algebr ([51a] i [52]; klasa algebr Boole’a z opera-
torami obejmuje topologiczne algebry Boole’a, algebry projektywne Evere-
tta-Ulama oraz algebry relacyjne). W r. 1950 Lyndon udzielit negatywnej
odpowiedzi na obydwa pytania Tarskiego. W tej sytuacji problem repre-
zentacji algebr relacyjnych mozna byto rozwaza¢ tylko ,lokalnie”; dokonali
tego w szczegdtach Jonsson i Tarski w [52].
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Algebry domknie¢ (zwane dzis takze topologicznymi agebrami Boole’a)
stanowig szczegllny przypadek algebr Boole’a z operatorami: majg jeden do-
datkowy operator (dziatanie) unarny, ktéry spelnia aksjomaty Kuratowskiego
dla operacji topologicznego domkniecia. Tarski i McKinsey poswiecili tym
algebrom dwa obszerne studia: [44] i [46]. W tym drugim okreslili ponadto
klase algebr Brouwerowskich (typowym przykladem takiej algebry jest
algebra zbudowana 2z wszystkich elementéw domknietych dowolnej algebry
domknie¢) i pokazali gtebokie zwigzki miedzy obydwoma klasami algebr.
Pojecie algebry funkcyjnie wolnej bylo jednym 2z podstawowych narzedzi
w tych badaniach (por. tez [46a]). Algebry domknie¢ i algebry Brouwe-
rowskie po stronie logicznej korespondujg z modalnym rachunkiem S4
Lewisa i intuicjonistycznym rachunkiem zdan. Fakt ten zostat zbadany
w [48]. Dodajmy, ze zawarte w [5la] twierdzenia o reprezentacji algebr dom-
knie¢ majgq pierwszorzedne znaczenie w semantyce typu Kripkego dla logiki
modalnej i logiki dynamicznej. Ale ten fakt przez logikéw zostat zauwazony
dos¢ p6zno: juz po pracach Stiga Kangera i Saula Kripkego.

Wrdémy jeszcze do algebr relacyjnych. Lyndon (1950, 1956) odpowie-
dziat negatywnie na pytania Tarskiego zawarte w [41]: istniejg niereprezen-
towalne algebry relacyjne oraz istnieja prawdziwe réwnosci rachunku rela-
cji, ktore nie sg wyprowadzalne z aksjomatdw Tarskiego. Praca Lyndona
z 1950 r. zawierata ponadto twierdzenie (bledne, jak sie pdzniej okazato), ze
klasa  reprezentowalnych  algebr relacyjnych nie jest aksjomatyzowalna
przez zaden zbior identycznosci (czyli nie jest rozmaitoscig). Stad natu-
ralne byto pytanie o zwyklg aksjomatyzowalno$¢ algebr relacyjnych. Tar-
ski, uwzgledniajgc stwierdzenie Lyndona, ogtosit w [523b], Ze nie istnieje
zbiér zdan w jezyku | rzedu, ktory aksjomatyzowalby klase reprezentowal-
nych algebr relacyjnych; wniosek ten, jak sie okazato, pozostawat w sprze-
cznosci z faktami ustalonymi przez Tarskiego i Joénssona w [52] (twierdze-
nia 4.29, 4.31) oraz z nastepujgcym teoriomodelowym twierdzeniem Tar-
skiego: klasa wszystkich podalgebr algebr nalezagcych do ustalonej aksjo-
matyzowalnej klasy algebr sama jest aksjomatyzowalna, i to formutami
otwartymi (por. Tarski [54b], Tw. 1. 6, 1. 13). Z tego ostatniego twierdzenia
Tarski wyprowadza wniosek, ze Kklasa relacyjnych algebr reprezentowal-
nych jest rozmaitoscig (patrz [55], tw. 2. 4).

W [41] Tarski zaanonsowat jeden z najgtebszych wynikéw dotyczacych
algebr relacyjnych: réwnosciowe teorie algebr relacyjnych oraz reprezen-
towalnych algebr relacyjnych sg teoriami nierozstrzygalnymi. Dowdd Tar-
skiego (naszkicowany w abstrakcie [53%b]) polegat w istocie na zinterpre-
towaniu teorii mnogosci w rachunku relacji. [Inny dowod podat Roger
Maddux w dysertacji doktorskiej pod kierunkiem Tarskiego z roku 1978. ]
Ten fakt doprowadzit Tarskiego do gtebokiej filozoficznie idei zbudowania



298 Alfred Tarski

formalizmu podstaw matematyki, w ktorym nie wystepujg zmienne in-
dywiduowe, a jedynie rownosci (patrz [532c]). Nad tg ideg Tarski pracowat
przez ostatnie dziesie¢ lat swego zycia wspdlnie z S. Givantem, z ktoérym
ogtosit dzieto A Formalization of Set Theory without Variables: [87™].

Algebry cylindryczne powstaly w zwigzku z algebraizacjg logiki kwan-
tyfikatorow z identycznoscig. Zreby teorii tych algebr ustalit Tarski w latach
1948-1952 wspolnie z Louise Chin i Frederickiem Thompsonem (doktorat
z tego zakresu u Tarskiego w r. 1951).

»Teoria algebr cylindrycznych (ktére mozna by tez nazwaé algebrami
kwantyfikatorowymi) stawia sobie za cel okreslenie klasy struktur alge-
braicznych, ktére pozostajg w tym samym stosunku do logiki predykatow
(pierwszego rzedu), w jakim klasa algebr Boole’a pozostaje do logiki zdan”
([61a], s. 83).

Algebry cylindryczne s rozszerzeniami algebr Boole’a o pewng liczbe -
zazwyczaj nieskonczona, zwang wymiarem algebry - dziatahn jednoargu-
mentowych i pewng liczbe (zalezng od wymiaru) wyr6znionych elementéw
(definicja jest zbyt techniczna, zeby ja tu przytaczac).

Naturalnymi  przyktadami algebr cylindrycznych sg algebry Lindenbau-
ma-Tarskiego, otrzymane z dzielenia algebry formut | rzedu przez kongru-
encje wyznaczone przez teorie. Operacje cylindryfikacji w takich algebrach
korespondujg z kwantyfikatorami matymi, a elementy przekatniowe z for-

mulami postaci x = y. Majg tez algebry cylindryczne rodowdd teoriomno-
gosciowy, siegajacy prac [31] i [31a].
Algebrom cylindrycznym Tarski i jego wspdtpracownicy L. Henkin,

D. Monk (doktorat u Tarskiego w 1961 r. ), S. Comer, H. Andréka i T. Németi
poswiecili wiele lat intensywnych badan, ktérych podsumowaniem sg dzie-
fa: [71™], [81M] i [85™] oraz artykut [86a] opublikowany po S$mierci Tar-

skiego.

3. Rachunki logiczne. Tarski badat systemy z Principia Mathematica
i prototetyke LeSniewskiego (w [23], [23a] i [24]), klasyczny rachunek zdan
i jego fragmenty, systemy wielowartosciowe ([30d] i [36c]), intuicjoni-

styczny rachunek zdan ([38h] i [48]), modalne rachunki Lewisa [48], kla-
syczny rachunek kwantyfikatorow z identycznoscig [65] oraz logike réwno-
Sciowg [68]. Tarski jest wspdttworcg, razem z D. Scottem, rachunku zdan
z formutami nieskonczenie dtugimi (por. [58]) oraz tworcg logiki predyka-
tow z formutami nieskonczenie dtugimi [58a]) i stabej logiki drugiego rze-
du [58“a]. Logiki infinitarne wywodzg sie z badan Tarskiego nad dziatania-
mi nieskofczonymi w algebrach Boole’a i algebrami cylindrycznymi. Na-
tomiast staba logika Il rzedu powstata z inspiracji metamatematycznych,
w  szczeg6lnosci  teoriomodelowych.  Negatywne  rozwigzanie  zagadnienia
zwartosci dla tej logiki zaowocowato pracg z teorii mnogosci [62], ktorej
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poswiecilisSmy nieco uwagi w pkt. 1. [Interesujgcy komentarz do [582a]
znalez¢ mozna w: Mostowski 1965, s. 136-137. ]

Na poczatu XX w. logicy poszukiwali rozmaitych minimalnych uktadéw
poje¢  pierwotnych, wystarczajgcych do zbudowania systeméw logicznych
wystepujgcych  w  Principia Mathematica Whiteheada i Russella. Zagadnie-
nie to miato widoczny zwigzek z teorig definicji, bo ,wystarczajgcy” zna-
czylo, ze wszystkie pozostate pojecia systemu sa jako$ wyrazalne przez te
pierwotne. W przypadku zwyklego rachunku zdan kwestia nie byla zbyt
trudna, co pokazali m. in. Sheffer i Nicod. Jesli ograniczymy sie do definicji
wewnatrzjezykowych  (wewnatrzsystemowych) i réwnowaznos$ciowych,  to
w systemie musi wystepowaé spdjnik réwnowaznosci. Powstaje wiec py-
tanie, czy on sam wystarczy do zdefiniowania pozostatych spéjnikow. Otédz
Tarski udowodnit w [23], ze w systemie rachunku zdan, w ktérym oprocz
zwyktych spéjnikow wystepuja  zmienne funktorowe i kwantyfikatory wig-
zace zardwno zmienne zdaniowe, jak i zmienne funktorowe, stosowne de-
finicje wszystkich spdjnikow dadzg sie napisaC za pomocg réwnowaznosci
i kwantyfikatoréw. [System ,logistyki” rozwazany w [23] jest fragmentem
teorii logicznej, ktorg LeSniewski opublikowat w r. 1929 i nazwat prototety-
ka - patrz [30d] (1), s. 54, przypis 1]. Odkrycie Tarskiego przezwyciezato
pewne stabosci systemu Principia co do statusu definicji.

Inny istotny wkiad Tarskiego do logiki Whiteheada i Russella polegat na
uproszczeniu i precyzyjnym ujeciu prostej teorii typéw ([33™], 8§ 5, oraz [33];
patrz tez Mostowski 1948, s. 213-217).

Wspolny z Janem tukasiewiczem artykul [30d] jest po dzi$ dzien wizy-
towka warszawskiej szkoly logicznej. Podsumowane w nim zostaty dzie-
siecioletnie badania zespolowe zainicjowane przez tukasiewicza, w ktdrych
uczestniczyli tez A. Lindenbaum, B. Sobocifnski i M. Wajsberg. Przedmiotem
rozwazan byla metalogika najprostszej dyscypliny dedukcyjnej - rachunku
zdan. Osiagnieto szereg gtebokich technicznie i metodologicznie wynikow.
»Systematyzacji  wszystkich  tych  wynikéw i sprecyzowania wystepujgcych
w nich poje¢ dokonat Tarski” (cf. wstep do [30d]). Jerzy Shupecki napisat
o [30d], ze, [n]iewiele jest prac logicznych, ktore wywarty tak duzy wplyw
na jej rozwoj, i spotkaty sie z tak wysokg oceng”. Wystarczy poréwnac kolej-
ne wydania angielskie, aby sie przekona¢, jak duzy to byt wplyw (por. [56™M]
i [56™] (1), artykut 1V).

Sposréd  rozmaitych rezultatbw technicznych Tarskiego dotyczacych ra-
chunku zdan wymieAmy, dla ilustracji, dwa. (A) Jesli tezami aksjomatyzowal-
nego systemu rachunku zdan sg dwie formuty: CpCqgp oraz CpCqCCpCqrr,
to system ten ma uklad aksjomatéw ztozony z jednej formuty ([30d], tzw. 8;
dowdd R. McKenzie’go w [56™] (1), s. 59). (B) Kazdy zbiér formut w jezy-
ku czysto implikacyjnym, zawierajacy trzy formuty: CpCqp, CpCCpqq i
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CCqrCCpgCCpr ma dokfadnie jedno zupeine rozszerzenie. Catkiem nie-
dawno okazato sie, ze te trzy formuly Tarskiego aksjomatyzujg logike BCK
system odpowiadajacy rachunkowi kombinatoréw (A. Wrorski).

Osiagniecie  metodologiczne Tarskiego w  zakresie rachunkéw  zdanio-
wych polegato na uplasowaniu badan w wewnatrz ogo6lniejszego schema-
tu pojeciowego, nazwanego metamatematyka (patrz [30c] ) oraz okresleniu
i uzyciu metody macierzowej (zwanej tez matrycowg; sam termin pochodzi
od Tarskiego), bedacej uogoblnieniem zwyktej procedury  zero-jedynkowej
dla klasycznego rachunku zdan. W artykule [38h] Tarski pokazat, jak kon-
struowa¢ macierze logiczne ze zbiorébw otwartych danej przestrzeni to-
pologicznej i ktore z tych macierzy sg adekwatne dla klasycznego i intu-
icjonistycznego rachunku zdan. W [48] pokazane zostaly zwigzki miedzy
systemem S4 Lewisa a intuicjonistycznem rachunkiem zdan; ujeto je za
pomocg pewnej funkcji przekltadu, zwanej obecnie w literaturze przekla-
dem McKinsey’a-Tarskiego. Od strony algebraicznej praca ta nawigzuje do
[44] i [46] i ujawnia topologiczny sens spdjnikéw intuicjonistycznych oraz
operatoréw modalnych koniecznosci i mozliwosci.

Przedmiotem badan w [65] byla ,uproszczona formalizacja rachunku
predykatow z  identycznoscig”. Tarski  zaproponowat dwie formalizacje,
w ktorych - opisujagc uktad aksjomatdw i regut inferencji - nie ma potrzeby
odwolywania sie do pojecia wolnego wystepowania zmiennej na danym
miejscu ani do pojecia podstawiania termow za zmienne indywiduowe.
Wyniki [65] sg poznawczo interesujagce i majg praktyczne znaczenie (np.
utatwiajg rozwazania zwigzane z arytmetyzacjg skiadni, patrz R. Smullyan:
Gddel’s Incompleteness Theorems, Oxford 1991).

W roku 1942 Tarski znalazt konkretny skoriczony zbiér tautologii kla-
sycznego rachunku zdan, ktory po domknieciu na reguty modus ponens i pod-
stawiania daje zbior, ktory nie jest ogolnie rekurencyjny - krotko, Tarski
odkryt nierozstrzygalny i skonczenie aksjomatyzowalny system  rachunku
zdan. Kiedy pisat o tym do Quine’a, w charakterystycznym dla siebie stylu
dodat: ,Isn’t [it] a nice thing ‘pour épater les logiciens-bourgeois’ (patrz
[87™], s. 168, przypis 3; oraz [532d]).

4. Metamatematyka. Jeszcze w latach dwudziestych Tarski postawit so-
bie za cel ,sprecyzowanie znaczenia i ustalenie elementarnych wilasnosci
kilku podstawowych poje¢ z zakresu metodologii nauk dedukcyjnych, ktora
za Hilbertem nazywamy zwykle metamatematykg” [30c], s. 22). W latach
trzydziestych Tarski w istocie zrealizowat zamiar ambitniejszy, polegajacy
na stworzeniu metamatematyki rozumianej szerzej i nieco inaczej niz me-
tamatematyka Hilberta. Metamatematyka Tarskiego nie jest bowiem ani
konstruktywna, ani finitystyczna, lecz teoriomnogosciowa. Bierze ona swoj
poczatek w badaniach najprostszych systemow dedukcyjnych: rachunku
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zdan, algebry klas, geometrii elementarnej, arytmetyki liczb 1zeczyw13tych
itp. (patrz [33"™], przypis 53, s. 56), a inspiracje czerpie rowniez z dziet
Skolema, Lowenheima, Russella, Whiteheada, Veblena i wielu innych.

Przez metamatematyke Tarskiego rozumiemy pewien zespOt teorii aksjo-
matycznych wraz z twierdzeniami i aparatem pojgciowym w nich ugrun-
towanym. Sg to teorie matematyczne w tym zwyklym sensie, ze zawieraja
teori¢ mnogosci lub jej fragment. Prace [30c], [33], [30e], [35a] 1 [36d]
stanowig korpus metamatematyki Tarskiego i opisuja trzy teorie: ogolna
teori¢ konsekwencji, teori¢ konsekwencji nadbudowana nad klasycznym
rachunkiem zdan oraz rachunek systemow.

A. Ogllna teoria konsekwencji jest teoria dwdch poje¢ pierwotnych:
zdania (zbioru zdan S) i operacji konsekwencji Cn; operacja ta dziala na
podzbiorach zbioru Si przyjmuje jako swoje wartoSci zbiory zdan. Pojgcia te
scharakteryzowane sa prostymi aksjomatami, ktére mowia, ze konsekwen-
cja jest funkcja rozszerzajaca, idempotentna i zwarta (ma skoriczony charak-
ter). W terminach konsekwencji Tarski definiuje pojecie systemu dedukeyj-
nego (zbioru zdan zamkmqtego na Cn) i pojecia metalogiczne, jak aksjoma-
tyzowalnos¢, niesprzecznosc, zupelnosc niezalezno$¢ i ustala wihasnoSci
i wzajemne zwiazki migdzy tymi pojgciami [30e].

B. Teoria konsekwencji nad logika klasyczna powstaje z ogdlnej teorii
konsekwencji przez dodanie kilku zatozer. Zbior zdari S ma teraz strukturg
algebry abstrakcyjnej i okre§lone sa w nim dwa dziatania: implikacja i ne-
gacja, a dodatkowe aksjomaty wyrazaja whasnoSci tych dziatan. Np. schemat
twierdzenia o dedukcji: JeS§liz € Cn (X U {y}),t0y = z € Cn (X), oraz
wyrazenie nastgpujace: Cn ({x, — x}) =S sg aksjomatami. Jezeli w S nie ma
innych spdjnikdw niz implikacja i negacja, to zbior konsekwencji zbioru
pustego pokrywa si¢ ze zbiorem tez implikacyjno-negacyjnego rachunku
zdan. Je§li natomiast strukturg algebraiczng S bardziej wyspecyfikujemy,
pozostawiajac jednak aksjomaty bez zmian, to <§, Cr> moze ujmowac kla-
syczng logike predykatow lub inne systemy logiczne. Do pomySlenia jest
rownoczesna modyfikacja jezyka, np. jego wzbogacanie, oraz modyfikacja
1 wzbogacanie aksjomatOw. Prace w tym kierunku prowadzili: W. A. Pogo-
rzelski, J. Stupecki, A. Grzegorczyk i inni.

C. Rachunek systeméw. W tym wypadku mamy inny zestaw poy;c plel-
wotnych: zbior zdan S wraz z oper: aC_]dml negacji i implikacji oraz Wyrozmo-
ny podzbior L zbioru S, ktdry w zamierzonej interpretacji nalezy uwazac za
zbior tez logicznych. Pojecia te scharakteryzowane sg aksjomatycznie, a ope-
racja konsekwencji jest zdefiniowana (patrz [35a] i [36d]).
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Matematycznie rzecz biorac, Tarski badal, dla ustalonego Si Cn, rodzing
Cn-systeméw, tzn. zbidr {X < S: Cn (X) = X} i rozmaite jego podzbiory3.
Sformutowat tez og6lne zadanie, aby zbadaé niesprzeczne i zupelne rozsze-
1zenia ustalonych systeméw (teorii), albowiem jest to dobry sposOb poznania
dane;j teorii i jej metateoretycznych wiasnoSci. U Tarskiego znajdujemy wiele
przykladéw rozwiazania tego zadania; jedne dotycza rachunkoéw zdanio-
wych, inne laczg si¢ zazwyczaj z badaniami nad rozstrzygalnoéciq i stoso-
waniem metody eliminacji kwantyfikatorow (patrz np. [48™], [67"a], [78]).

Tarski wzbogacit metamatematyke o pojgcie omega-zupemosci 1 zbadat
je w kontekScie omega-niesprzecznosci Godla (cf. [33)).

Filozoficznie interesujagcy komentarz do do metamatematyki og0lnej
Tarskiego wygtosit Jerzy ¥.08:

»Mozna powiedzieé, nie bez stusznosci, ze wigkszo$§¢ twierdzen zawar-
tych w tych pracach (moze poza Grundziige...) logicy 6wczesni, jesli nie zna-
li, to przynajmniej uSwiadamiali je sobie. Zwroce tu wigc uwagg na jeden,
moim zdaniem bardzo wazny, aspekt tych prac. Mamy w logice syntakse
i semantyke. Konsekwencja i wszystko co z niej wynika nalezy oczywiscie
do syntaksy, to bylo naczelng zasada nowoczesnej logiki. Wyprowadzanie
wnioskOw nie zalezy od treSci, a tylko od formy zdania, dopuszczalne sa tylko
dyrektywy strukturalne. MaterialiSci atakowali ten poglad, ale ich awersja
do formalizowania zdari polegala na niezrozumieniu, ze forma zdan i wy-
powiedzi jest wiadnie ich materialng cechg, ze poruszajac si¢ w sferze ksztal-
tu wyrazefi odnosimy si¢ wlasnie do tego materialnego substraktu naszych
mysli, ktory wymaga tylko najprostszych sensualnych czynnoSci dla swej
identyfikacji. A wigc jakkolwiek by nie bylo, konsekwencja to syntaksa.
Ot6z Tarski w wymienionych pracach przeniost jakby teorig konsekwenciji
o szczebel wyzej. Pokazat, Ze mozna nig operowa¢ w oderwaniu od konkre-
tnego jezyka, ze ma ona swoje autonomiczne prawa i wlasno$ci. Mozna
powiedzie¢, ze Tarski zalgebraizowal ja za$ tak, ze syntaktyczne wlasnoSci
zdan staty sig nieistotne, abstrakcja jest bardzo daleko posunigta, w tej jednak
postaci, jak to si¢ czgsto abstrakcjom zdarza, przedstawia sprawy niestychanie
prosto i zrozumiale. Inng rzecza jest natomiast to, ze tak nie mozna alge-
braizowaé, gdy si¢ przejdzie od syntaksy do semantyki. T¢ ostatnig trzeba
oprzeé na szczegOlowej syntaksie jezyka. To widaé juz po pierwszych roz-
dziatach wielkiej pracy Tarskiego Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyj-
nych” (Lo§ 1986, s. 6-7).

3 Wzbogacenie paradygmatu Tarskiego przez Losia, Suszke i Wojcickiego polegalo m.in. na tym,
zeby rozwaza¢ jezyki S, ktére majy strukture algebry wolnej i badaé nie tyle rodzing wszystkich
Cn-systeméw (dla ustalonego Cn), co klase¢ wszystkich Cn-6w okreslonych na danym § i jej interesujgce
podklasy (por. pkt. IV).
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Wspomnimy jeszcze o badaniach Tarskiego i jego wspdtpracownikéw
w zakresie rozstrzygalnosci i nierozstrzygalnosci (nie ma tutaj symetrii! ).
Mozna je zaliczy¢ do metamatematyki szczegdtowej, i wyodrebni¢ w nich

cztery nurty: (1) rozstrzygalne teorie elementarne, (2) nierozstrzygalne teo-
rie elementarne, (3) nierozstrzgalne teorie inne niz elementarne, (4) proble-
my rozstrzygalnosci drugiego stopnia.

Do dziedziny (1) nalezy jedno z najwiekszych w ogdle odkry¢ logicz-
nych -jest nim twierdzenie o rozstrzygalnosci elementarnej teorii liczb rze-
czywistych (patrz [48™M], [67™Ma], gdzie podane sg wyczerpujace uwagi his-
toryczne dotyczace tego odkrycia, jak i dane bibliograficzne o innych wy-
nikach Tarskiego o rozstrzygalnosci).

W rozprawie Tarskiego Ogélna metoda dowodéw nierozstrzygalnosci
(tj. cz. 1 ksigzki [53M]) po raz pierwszy w literaturze dogtebnie zostalo prze-
analizowane pojecie nierozstrzygalnosci i istotnej nierozstrzygalnosci. Ko-
lejne rozprawy tej ksigzki poswiecone sg zastosowaniom wynikéw Tarskie-
go do rozmaitych teorii liczb naturalnych i teorii grup.

Wspomniane wyzej w pkt. 2. twierdzenie, iz roéwnosciowa teoria re-
prezentowalnych algebr relacyjnych jest nierozstrzygalna, stanowi przykiad
wyniku typu (3). Inne rezultaty w tym zakresie znalez¢ mozna w [87™] i [85™].

Zagadnienie rozstrzygalnosci drugiego rzedu Tarski sformutowat w [53™M],
s. 34: ,Mamy na mysli zagadnienie istnienia metody, ktéra pozwalataby nam
w kazdym poszczeg6lnym przypadku rozstrzygng¢, czy dana teoria jest roz-
strzygalna, czy nie”. Ogdlniej, chodzi w tym wypadku o istnienie algorytmu,
ktory rozstrzygatby o kazdej teorii z danej klasy, czy ma ona dang wihasnosé,
czy tez jej nie ma. Zagadnienie rozstrzygalnosci drugiego stopnia jest prze-
dmiotem zywego zainteresowania logikéw algebraicznych. Stynny jest na-
stepujacy problem Tarskiego: czy istnieje metoda rozstrzygania, pozwalaja-
ca 0 kazdej teorii réwnosciowej stwierdzi¢, czy jest ona, czy tez nie jest
skoniczenie aksjomatyzowalna (za pomoca réwnosci)?

5. Semantyka. Ten fragment twdrczosci Tarskiego jest dos¢ dobrze zna-
ny w S$rodowisku filozoficznym, wiec ograniczymy sie tu do kilku uwag

ogolnych.
W pewnym momencie nowoczesna logika formalna odczuwata potrzebe
operowania pojeciami semantycznymi - prawdy, spelniania, definiowalno-

sci w modelu itp. i wida¢ bylo, ze dalszy jej rozw6j wymaga ich legitymizacji.
Tarski fakt ten wyraznie dostrzegt, i widziat w nim szanse dla siebie i dla
logiki. Klimat filozoficzny byt niesprzyjajacy; z jednej strony miat filozofow
(przede wszystkim wiedenskich) sceptycznie nastawionych do poje¢ seman-
tycznych, z drugiej matematykow, ktorzy ,na ogét nie lubig zajmowac sie
pojeciem definiowalnosci; ich postawa wobec tego pojecia jest nieufna i pel-
na rezerwy. Powody tej awersji sg jasne i zrozumiate. Przede wszystkim
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sam termin ‘definiowalny’ nie jest jednoznaczny.. ” i panuje ,poglad, ze
pojecie [definiowalnosci] lezy w ogdle poza wilasciwymi granicami mate-
matyki” (patrz [31], s. 210).

Tarski - filozoficzny uczen Le$niewskiego i Kotarbinskego - pokazalt,
ze dla pewnego typu jezykéw (w owym czasie byly to jezyki typu Peany
i Whiteheada-Russella) pojecie prawdy da sie zdefiniowa¢ $rodkami teorio-
mnogosciowymi. W tym celu trzeba, miedzy innymi, umie¢ méwi¢ w jezyku,
w ktorym ma by¢ sformulowana definicja, o skiadni badanego jezyku. Tarski
ten krok wykonat, konstruujgc aksjomatyczng teorie, zwang przez niego me-
tanaukg (patrz [33M], par. 2). Po wyartykutowaniu filozoficznie doniostej
tzw. umowy P (ustalajgcej warunki merytorycznej trafnosci poszukiwanej
definicji) samo sformutowanie definicji pojecia ,zdanie prawdziwe” spro-
wadzato sie juz do pewnego zadania teoriomnogosciowego.

W latach pieédziesigtych XX w. jezyki typu Peany (nie podlegajace in-
terpretacji) zostaty catkowicie wyparte z rozwazan metalogicznych na rzecz
jezykdéw predykatéw | rzedu. Schemat definiowania prawdy dla tych jezy-
kow jest taki sam, ale ze wzgledu na ich skitadnie i spos6b uzycia, okreSla on
w istocie inne pojecie: ,zdanie jezyka J prawdziwe w modelu M”; teoria
prawdy Tarskiego staje sie wtedy wyspecjalizowang gateziag semantyki
zwang teorig modeli (patrz [54a], [54b], [55] i [57a]).

Po ogtoszeniu rozprawy [44a], adresowanej do szerszych kregéw filo-
zoficznych i zawierajgcej tez polemike z rozmaitymi zarzutami, jakie zostaty
podniesione wobec semantycznej koncepcji prawdy, Tarski nie zabrat glosu
w sprawach stricte filozoficznych dotyczacych jego koncepcji prawdy.

Wszystkie prace Tarskiego poswiecone teorii prawdy i semantyce ogolnej
zostaty zebrane w tomie [95™]. Zamieszczona wyzej w pkt. Il literatura obej-
muje najwazniejsze studia, jakie na temat semantyki Tarskiego zostaty na-
pisane.

V. UCZNIOWIE 1 NASTEPCY (w Polsce). Mojzesz Presburger byt
pierwszym uczniem Tarskiego; w 1929 roku przedstawit prace magisterska,
w ktérej metodg eliminacji kwantyfikatorow udowodnit zupetnos¢ i roz-
strzygalno$¢ elementarnej teorii dodawania (bez mnozenia! ) liczb catko-
witych. Wynik ten tatwo przenosi sie na teorie dodawania liczb naturalnych,
zwang dzi$ arytmetyka Presburgera (patrz Zygmunt 1991). Pierwszym dok-
torem wypromowanym przez Tarskiego byt Andrzej Mostowski (rozprawa
O niezaleznosci definicji skonczonosci w systemie logiki, 1938). Po wojnie
Tarski kierowat 22 doktoratami, wsérod ktorych byly dysertacje B. Jénssona,
Wandy Szmielew, R. Vaughta, C. C. Changa, S. Fefermana, R. Montague,
H. J. Keislera, J. D. Monka i innych (pelng liste doktorantow Tarskiego
znalez¢ mozna w artykule Hodges 1986; o niektdrych wspomnielismy w pkt.
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IV). Wszystkie one dotyczyty wspotczesnych zagadnienn logiki  matema-
tycznej, teorii mnogosci, algebry uniwersalnej, logicznych i metamatema-
tycznych aspektow roznych systemdw algebraicznych, jak algebry Boole’a,
grupy Abelowe, algebry relacyjne, algebry cylindryczne, logika rownoscio-
wa i podstawy geometrii. Zadna z prac nie rozwazata wprost jakich$ filo-
zoficznych aspektow logiki czy podstaw matematyki. We wszystkich cho-
dzito o rozwigzanie okreslonych problemoéw natury technicznej i tym samym
rozwiniecie poszczegblnych teorii. W Polsce recepcja dziet Tarskiego do-
konata sie za sprawg Andrzeja Mostowskiego, Wandy Szmielew oraz logi-
kow i matematykéw miodszego pokolenia, takich jak Andrzej Grzegorczyk,
Jerzy to$, Andrzej Ehrenfeucht, Jan Mycielski, Helena Rasiowa, Czestaw
Ryll-Nardzewski, Roman Sikorski, Stanistaw Surma, Lestaw Szczerba, Wi-
told A. Pogorzelski, R. Wojcicki. Bardziej zaawansowane rozdzialy Logiki
matematycznej (1948) Andrzeja Mostowskiego sg w istocie wykfadem idei
i wynikéw logicznych Tarskiego. Omawiajac zakres tresci przedstawionych
w tym podreczniku Mostowski konkluduje: ,,Oczywiscie wzgledy subie-
ktywne tez odegraly role w wyborze materialu. Czytelnik obeznany z Ii-
teraturg logiczng stwierdzi z tatwoscig, jak dalece na wybor ten wplynely
prace A. Tarskiego” (s. IV).

Wspolne prace Tarskiego i Mostowskiego ([39a], [53™], [78]) dotyczyly
algebraicznych  aspekOéw  metamatematyki, nierozstrzygalnosci w  arytmety-
ce liczb naturalnych oraz eliminacji kwantyfikatorbw i zupelnosci elemen-
tarnej teorii dobrego porzadku. Praca doktorska Mostowskiego nawigzywa-
fa do wczesnych badan Tarskiego nad pojeciem skonczonosci w rozmaitych
systemach teorii mnogosci. Mostowski uzyt w niej tzw. metody relatywiza-
cji kwantyfikatorow, pochodzacej od Tarskiego (Tarski uzyt tej metody do
otrzymania wynikow wymienionych w [34], przypis 20 i [36b], s. 22).
Naturalng kontynuacjg doktoratu byta =z kolei rozprawa habilitacyjna Mo-
stowskiego o0 aksjomacie wyboru dla zbiorow skonczonych. Idee seman-
tyczne Tarskiego, zwiaszcza dotyczace definiowalnosci, Mostowski pota-
czyt z bardziej konstruktywnymi i teoriodowodowymi technikami Godla
w ksigzce Sentences Undecidable in Formalized Arithmetic. An Exposition
of the Theory of Kurt Godel (1952).

Jerzy to$ wuogdlnit i w szczegdtach przedstawit metode macierzy logi-
cznych (1949), a w latach pieédziesigtych prowadzit pionierskie badania
w teorii modeli (przy wspdlpracy R. Suszki), ktére korespondowaty z row-
nolegtymi badaniami Tarskiego i jego uczniow (C. C. Changa i R. Vaughta).
Na poczatku lat pieédziesigtych Jan Kalicki opublikowat kilka prac o macie-
rzach logicznych, a nastepnie, po przyjezdzie do Berkeley, badat logike réw-
nosciowg, pracujagc w paradygmacie teoriomodelowym  Tarskiego (patrz
Zygmunt 1981).



306 Alfred Tarski

Helena Rasiowa i Roman Sikorski rozwineli stricte algebraiczny kierunek
badan Tarskiego (wspdlnych z McKinsey’em, Hornem, Henkinem) i oglosili
wiele prac poswieconych algebraizacji logiki klasycznej i réznych logik
nieklasycznych (por. H. Rasiowa, R. Sikorski: The Mathematics of Meta-
mathematics. PWN 1970; H. Rasiowa: An Algebraic Approach to Non-clas-
sical Logics. PWN and North-Holland, 1974).

Witold Pogorzelski i Ryszard Wo0jcicki badali teorie konsekwencji i teorie
systemOw Tarskiego. W latach 70. R. Wodjcicki zainicjowat program bada-
wczy, ktorego celem bylo stworzenie nowoczesnej metodologii rachunkéw
logicznych. Centralnym pojeciem tej metodologii jest konsekwencja matry-
cowa (tj. operacja konsekwencji generowana przez macierz logiczng sto-
sownego jezyka; pojecie to pochodzi od tosia i Suszki). W programie WOoj-
cickiego uczestniczyla spora grupa logikéw (J. Czelakowski, W. Dziobiak,
J. Hawranek, T. Prucnal, P. Wojtylak, A. Wronski, J. Zygmunt). Podsumo-
waniem ich badan jest monografia Wojcicki 1987. Ksigzka Pogorzelski-
-Stupecki 1970 popularyzuje metodologie o0go6lng Tarskiego, a ksigzka Po-
gorzelski-Wojtylak 1982 rozwija metodologie rachunkow zdaniowych w du-
chu tukasiewicza-Tarskiego, wzbogacajagc ja o0 nowe pojecia i wyniki ogol-
ne oraz rezultaty dotyczace indywidualnych rachunkéw zdaniowych. Nie-
opublikowana jeszcze ~monografia Janusza Czelakowskiego Protoalgebraic
Logics stanowi dalekosiezng kontynuacje badan przeprowadzonych w pro-

gramie Wojcickiego, z wykorzystaniem logik abstrakcyjnych Suszki i zaa-
wansowanych narzedzi wspotczesnej algebry ogélnej.

Roman Suszko 1 jego wspdtpracownicy S. L. Bloom i D. J. Brown
wzbogacili teorie  konsekwencji Tarskiego 0 o0golne idee logiczno-algebra-
iczno-topologiczne  (np.  projektywnego i induktywnego generowania = Sys-
temu domknigé, logicznego morfizmu, strukturalnosci i inwariantnosci)

i stworzyli dziedzine badah zwang logika abstrakcyjng (patrz Brown - Susz-
ko 1973); dalsze wyniki w tym kierunku uzyskat pdzniej W. Dzik. Suszko
w koncowych partiach swoich Wykladéw z logiki formalnej, poswieconych
konstrukcji  poje¢ logicznych (niezmiennikéw absolutnych) w teorii typdw,
nawigzat do badan Tarskiego i Lindenbauma [36b]; por. tez [86].

Wanda Szmielew uczestniczyla w projekcie badawczym  kierowanym
przez Tarskiego i poswieconym zagadnieniu rozstrzygalnosci (patrz [52°7])
i napisala rozprawe doktorskg (opublikowang w r. 1955), w ktérej przedsta-
wita stynne twierdzenie o rozstrzygalnosci elementarnej teorii grup Abe-
lowych. Nastepnie brata udziat w programie poswieconym podstawom ma-
tematyki, specjalizujac sie w podstawach geometrii (patrz [59P7] i [62PT]);
opublikowata z Tarskim abstrakt [492k], artykut [52b] oraz monografie
[83m].
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Lestaw Szczerba zostat wigczony do tego samego programu na poczatku
lat szed¢dziesigtych i pracowat z Tarskim w dziedzinie geometrii (patrz
[65PT]; [65a], [79]). Swiezo wydana publikacja [99] zawiera wiele waznych
i dotychczas szerzej nieznanych informacji na temat samego systemu geo-
metrii Tarskiego, jego historycznej ewolucji oraz wspOtpracy Tarskiego z in-
nymi uczonymi, w tym z Wanda Szmielew.

Ewa Ortowska uzywa algebr relacyjnych w formalnej semantyce dla lo-
gik nieklasycznych oraz systeméw logicznych, ktére powstaly w zwigzku
z rozwojem informatyki i programowania.

Pod wplywem idei semantycznych (teoriomodelowych) Tarskiego po-
zostawata polska metodologia logiczna, w szczeg6lnosci tacy jej reprezen-
tanci, jak Maria Kokoszyniska-Lutmanowa, Marian Przelecki i Ryszard Woj-
cicki (patrz np. M. Przelecki, R. Wojcicki (red): Twenty-five Years of Logical
Methodology in Poland. D. Reidel - PWN 1977).

VI. PODSUMOWANIE. Wielu uwaza, ze Alfred Tarski to jeden z naj-
wiekszych ws$rdd wszystkich logikéw, jak Arystoteles, Frege i Godel. Cze-
staw Mitosz widziat w nim Einsteina Zachodniego Wybrzeza. Dla calej ple-
jady badaczy teorii mnogosci Tarski byt Mojzeszem, ktéry swemu ludowi
wskazat droge do Ziemi Obiecanej - krainy zbiordw (metafora Azriela Le-
vy’ego). Byl matematykiem prawdy i najprawdziwszym logikiem matema-
tyki. Jego twérczos¢ usprawiedliwia wszystkie okreslenia tego rodzaju.

Summary

This is an essay on Alfred Tarski’s life and work. It belongs to the journal’s “Post-war
Philosophy in Poland" series, and has been arranged as follows:

Parts | and Il are bibliographies. Part | lists the main body of Tarski’s published works:
his monographs (§ I-A), articles (8 1-B), editorial works (8§ I-C) and letters (8§ 1-D).

Part Il gives a selection of papers on Tarski’s life and work, as well as articles and books
which refer to, expound or develop Tarski’s ideas.

Part Il is a short biography of Alfred Tarski as logician, mathematician, teacher and
prominent figure in the international scientific community.

Part IV surveys five areas of Tarski’s work:

1. set theory

2. algebra (Boolean, relational, cylindric, Brouwerian and closure)

3. logical calculi

4. metamathematics

5. semantics

Part V traces Tarski’s influence on the development of logic, scientific semantics and
methodology in Poland through figures such as Presburger, Mostowski, +0$, Pogorzelski,
Rasiowa, Sikorski, Suszko, Szmielew and Wajcicki.



