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Praca dwoch brytyjskich autoréw jest wprowadzeniem do logiki modal-
nej. Jest to ksigzka samowystarczalna, przydatna nawet dla kogos, kto nigdy
nie studiowat logiki. Ksigzka zostata podzielona na trzy czesci: pierwsza
dotyczy modalnych logik zdaniowych; druga - normalnych systeméw mo-
dalnych; ostatnia natomiast prébuje ujaé modalny rachunek predykatow.
Mechanizmem wigzacym wszystkie jest semantyka $wiatow mozliwych.
Rozwazania niemal w cato$ci dotycza technicznego ujecia systemow K, T,
B, S4, S5 i pokrewnych. Ksigzka ta zamierzona jest jako zastepstwo dla
wczeshiejszych prac G. E. Hughesa i M. J. Cresswella: An introduction to
modal logie, 1968 (w skrocie IML) i A companion to modal logie, 1984
(CML).

Cze$¢ | zatytuowana Podstawowe modalne logiki zdaniowe obejmuje
wiekszos$¢ zagadnien zawartych w IML. Dotyczy powigzan miedzy systema-
mi logik modalnych okre$lonymi jako zbiory formut zdefiniowanych aksjo-
matycznie i klasg struktur zwanych modelami. Najmniejsza normalng logi-
ka modalng zdan jest system K. Logiki T, S4, B otrzymujemy jako aksjoma-
tyczne rozszerzenia K. Dla normalnej logiki modalnej zdarh rama (frame) to
para [W, R], gdzie W jest niepustym zbiorem Swiatow mozliwych, R jest
binarng relacjg okre$long na W. Model definiujemy jako trojke [W, R, V],
gdzie [W, R] jest ramg, a V jest funkcja przyporzadkowujaca kazdej zmien-
nej zdaniowej podzbior W. Méwimy, ze formuta jest wazna (valid) w modelu,
gdy jest prawdziwa w kazdym Swiecie. Dowodzi sie nastepnie, ze system
scharakteryzowany jest przez dang klase modeli, w tym sensie, ze formufa
jest twierdzeniem tego systemu wtedy i tylko wtedy, gdy jest wazna w kaz-
dym modelu tej klasy. Dowdd ten ma dwa etapy: w pierwszym wykazuje sig,
Ze system jest zgodny (soundness) z dang klasg modeli, tzn. kazde twierdzenie
systemu jest wazne w kazdym modelu tej klasy; w drugim, ze jest zupetny
(completness), tzn. kazda formuta wazna w kazdym modelu tej klasy jest
twierdzeniem systemu.
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Najistotniejszymi zmianami w NIML w stosunku do IML sa: po pierwsze,
tak jak w CML autorzy biorg system K zamiast T jako podstawowy; po dru-
gie, tak jak w CML (rozdz. 6) wykorzystujg metode modeli kanonicznych do
dowodzenia zupetnosci rozwazanych systeméw (metoda Henkina zaadapto-
wana do logik modalnych). Zachowana zostata (rozdz. 5) metoda koniun-
kcyjnych postaci normalnych do udowodnienia zupetnosci S5. Natomiast
metoda diagramow semantycznych dla sprawdzania waznosci formut zawar-
ta zostata w rozdz. 4, ale pominiete zostaty, oparte na niej, dowody zupetnosci.

Cze$¢ 1l zatytutowana Normalne systemy modalne obejmuje szereg za-
gadnien modalnej logiki zdaniowej. Mimo ze ta cze$¢ ksigzki moze by¢
postrzegana jako bardziej interesujgca dla specjalistow, jest tez tatwo doste-
pna dla czytelnikow, ktdrzy przesledzili cze$¢ I. Cze$¢ ta dotyczy pewnych
cech modeli kanonicznych. Autorzy wprowadzajg najpierw trzy inne systemy
S4. 3, S4. M, S4. 2 i przedstawiajg dowody zupetnosci dla tych systeméw, uzy-
wajac techniki modeli kanonicznych. Nastepnie dyskutujg pewne wiasnosci
ram modeli kanonicznych wybranych systeméw. W koncu omawiane sg pew-
ne ograniczenia metody modeli kanonicznych. Zdefiniowany jest niekano-
niczny, normalny system KW (KW = K+ L(Lp - p) — Lp)); szkoda jednak,
ze autorzy nie poswiecili mu wiecej uwagi. System ten, nazywany najczesciej
GL (Goedla-Loeba), ma bowiem bardzo ciekawe wiasnosci. Modalny spéj-
nik koniecznosci w tym systemie dobrze oddaje wiasciwosci predykatu
dowodliwosci Bew(x) w arytmetyce Peany (PA). Dzieki wynikom Solovaya,
ktory udowodnit arytmetyczne twierdzenie o zupetnosci GL, pierwsze i dru-
gie twierdzenie Goedla o niezupetnosci PA dajg sie przenie$¢ do rachunku
zdaniowego. Z tego powodu system ten nazywany jest niekiedy logika
dowodliwosci. Systemowi temu poswiecona jest znakomita ksigzka G. Boo-
losa The unprovability of consistency ( 1979).

W rozdz. 8 dyskutowane sg systemy posiadajagce witasno$¢ skoriczonych
modeli (finite model property - f. m. p. ), tzn. takie, dla ktérych mozemy udo-
wodni¢ zgodnos$¢ i zupetno$¢ ze wzgledu na klase skofczonych ram (dla
kazdej formuty nie nalezacej do systemu istnieje skoriczony model dla tego
systemu, w ktoérym nie jest ona prawdziwa). Istnieje Scisty zwigzek miedzy
wiasnoscig skonczonych modeli a rozstrzygalnoscig: kazdy aksjomatyzowal-
ny system modalny posiadajacy f. m. p. jest rozstrzygalny. Okresli¢ jednak
mozemy systemy, ktére majg f. m. p., ale sa nierozstrzygalne i odwrotnie:
systemy aksjomatyzowalne i rozstrzygalne bez f. m. p. (np. T + L (LLp -
LLLp) - (Lp - LLp)). Przyktady systemow niezupetnych wzgledem seman-
tyki relacyjnej i oméwienie zwigzkéw miedzy f. m. p. a zupetno$cig mozna
zna- lez¢ w rozdz. 9. Nastepnie pokazane sg r6znice miedzy ramami i mode-
lami (np. mimo ze T jest scharakteryzowane przez ramy zwrotne, istniejg
niezwrotne modele dla T). Inne wyniki przedstawione w rozdz. 10 dotycza
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pojecia zwartosci (compactness) i definiowalnosci relacji R z ramy [W, R]
w jezyku pierwszego lub drugiego rzedu klasycznego rachunku zdan. Geneza
logik modalnych zwigzana jest z powstaniem systemow Scistej implikacji
Lewisa, tzn. prébg ujecia przez wiasnos¢ spojnika implikacji zasadniczych
cech pojecia wynikania lub wyprowadzalno$ci. Opis Scistej implikacji i nie-
normalnych systeméw S1 i S2 znajduje sie w rozdz. 11.

W celu zwiekszenia mocy ekspresywnej jezyka nalezy dopusci¢ uzycie
kwantyfikatorow, deskrypcji okre$lonych, identycznosci. Wprowadzenie do
logiki modalnej kwantyfikatorow stawia nas przed konieczno$cig dokonania
szeregu wybor6éw. Modalnemu rachunkowi predykatow poswiecona jest
czese 111,

Niezaleznie od liczby podejmowanych wspotcze$nie prob okreslenia
i wyrafinowanych technik, jakimi odznaczajg sie niektére z nich, modalny
rachunek predykatow (MRP) stanowi obszar nie w petni sprecyzowany. Se-
mantyka MRP jest szczegélnie skomplikowana. W rozdz. 13 zdefiniowany
zostaje jezyk MRP i modele dla systeméw MRP powstajacych jako rozsze-
rzenia klasycznego rachunku predykatéw przez dodanie normalnych modal-
nych logik zdaniowych (KRP + reguta Goedla). Modelem w MRP jest czwor-
ka [W, R, D, V], w ktdrej [W, R] jest rama, D jest dziedzing indywidudw, V(o)
={(u1l,..,u,w):ueD,we W} gdzie ¢) jest predykatem. W rozdz. 13
dyskutowane sg modalnosci de re i de dieto. W rozdziale nastepnym przeds-
tawione sg systemy MRP z formutg Barcan (V x L a - L V x o - w skrocie
FB). FB jest istotng wiasnoscia, ktora dla pewnych wybranych systeméw S,
np. dla B, S5, stanowi teze w KRP + S, ale dla innych (np. -K, T, S4) - nie.
Dowiedziona zostaje zupetno$¢ (rozdz. 14) dla systeméw MRP z FB przy
uzyciu modeli kanonicznych i pokazane sg systemy niezupelne (np. oparte
na K + (MLp — LMp)). Nastepnie (rozdz. 15), po zdefiniowaniu rozszerzo-
nych dziedzin (expanding domains) dowiedziona zostaje zupetnos¢ dla sys-
temow bez FB powstajgcych przez predykatowe rozszerzenie K, D, T, S4.
Podaje sie tez przyktad systemu opartego na S4. 4 (S4 +p —» (MLp - p), ktory
jest zupeiny, gdy zawiera FB, ale niezupetny w przeciwnym wypadku. Mozna
zauwazyC, ze modele dla systeméw zawierajagcych FB sg specjalnymi przy-
padkami modeli dla systeméw bez FB. Definiuje si¢ predykat istnienia
i wprowadza semantyke dla systeméw z tym predykatem (rozdz. 16), po
czym dyskutowane sg systemy MRPz identycznos$cia, a takze podana seman-
tyka i dowod zupetnosci dla takich rachunkéw (rozdz. 17). Dwa kolejne roz-
dziaty, w ktérych omawia sie deskrypcje okre$lone i obiekty intensjonalne,
nalezy szczego6lnie poleci¢ czytelnikom o wyksztatceniu filozoficznym.

Semantyka Swiatow mozliwych uzywana w tej ksigzce nie jest jedyna,
ktéra byla rozwinieta dla logik modalnych. Istniejg semantyki oparte na
innych ideach matematycznych, ujmujace r6zne intuicje i obejmujace szerszy
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zakres logik. Niestety, rozwazania dotyczace alternatywnych semantyk og-
raniczone zostaty do elementarnych wiadomosci na koncu czesci 1l (modele
algebraiczne, general frame, semantyka sasiedztwa, struktury epistemiczne).
Algebraiczna interpretacja dla logik modalnych, zainicjowana zostala praca-
mi Mc Kinseya i Tarskiego (algebry Boole, a z operatorami). W pewnych
przypadkach algebraiczny sposob traktowania logik modalnych ma szczegol-
ne znaczenie. Jednym jest dziedzina dynamicznej logiki zdan, gdzie algebra
dynamiczna byla gruntownie badana. Dobry przeglad tej problematyki sta-
nowi praca R. Parikha Propositional dynamic logic of programs: a survey
(1981). Drugim sg badania dotyczace logiki GL. Zachodzi wiele interesuja-
cych zwigzkéw GL z algebrami diagonalnymi, np. klasa algebr diagonalnych
jest silnie adekwatna dla strukturanych konsekwencji zwigzanych z GL.
Zainteresowanym polecamy prace J. Hawranka Aspekty algebraiczne syste-
mu modalnego Goedla-Leoba (1994).

Wiele zastrzezen wzbudza sposéb potraktowania przez autorow dedukcji
naturalnej. Przedstawiona zostata w duzym skrécie dla logiki zdan i logik
modalnych z wiekszg liczbg operatorow koniecznosci. Uzytkownik logik
modalnych pragnacy je stosowac¢ w dziedzinach zwigzanych z uzyciem kom-
puteréw - moze nie by¢ usatysfakcjonowany.

W notach na koncu kazdego rozdziatu zostata zawarta duza ilo$¢ szcze-
gotéw historycznych i odniesien do prac <rédtowych i przegladowych. Na-
lezy réwniez zaznaczycC, ze praca zawiera wyczerpujaca bibliografie i indeks
pojec i autorow. Bibliografia nie obejmuje wydawnictw, ktore ukazaty sie po
roku 1995.

Ujecie tematu jest zatem catkiem profesjonalne. Pomimo, ze logiki
uwzglednione w pracy stanowig jedynie niewielkg galg< szerokiej rodziny
logik, z pewnoscig zostaty ujete gtowne idee i podstawowy zestaw narzedzi.

Aparat formalny wprowadzany jest stopniowo, poprzez przykfady i ¢wi-
czenia; moze by¢ przyswojony przez studentéw nie posiadajacych formalne-
go przygotowania matematycznego, ale z dobrym, matematycznym wyczu-
ciem. Mozna wiec uzna¢, ze pewna elegancja wspotczesnej logiki modalnej
zostata tu poswiecona - w imie znalezienia zrozumienia u studentéw wydzia-
tow filozoficznych.



