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1. UWAGI WSTEPNE

Jednym z najstarszych tematdw logiczno-filozoficznych jest zagadnienie czaso-
wo rozumianej modalnoSci, oraz wigZacy si¢ z nim problem logicznych aspektow
opisu zmiany. Analizy logiczno-temporalne znane sg przynajmniej od czas6w szkoty
megarejskiej (nie wspominajac 0 wczeSniejszych gtoSnych paradoksach zmiany
formutowanych przez Eleatow), a prowadzone byly rowniez przez stoikdw oraz
w Sredniowieczu przez filozofébw arabskich czy niekt6rych scholastykdw. Do tych
analiz nawigzywato wielu wspolczesnych logikbw, poczynajac od A. N. Priora, ktory
— inspirowany rozumowaniem megare jczyka Diodora Chronosa — stworzy! pierw-
sze systemy tzw. logiki temporalnej. W roznych systemach logiki zdan temporalnych,
formalizujgcych rozumowania zawierajace niektére wypowiedzi czasowe, wystgpu-
ja glownie takie funktory zdaniotworcze od jednego argumentu zdaniowego jak:
,Lawsze bedzie tak, ze..” (G), Hkiedys bedzie tak, ze..” (F), »LAWSZE bylo tak, ze..”
(H) oraz kiedys bylo tak, ze..” (P). Warto zwrbci uwagg na to, ze wszysthe te
(zrelatywizowane do teraZniejszo§ci) funktory odnosza si¢ do ,,calej przyszlosci” czy
»calej przesztosci”. Niejako na uboczu tego nurtu badan sytuuje sig¢ system logiczny
G. H. von Wrighta zwany ,,And next”. W pochodzacej z 1963 roku pracy Norm and
Action G. H. von Wright przedstawit szkic systemu formalnego zwanego Logic of
change. Zawarte w tym szkicu intuicje daja podstawe do dokladniejszej charaktery-
styki tegorachunku zdaniowego metoda postacinormalnych. W 1965 roku, w artyku-
le pt. ,,And next’, G. H. von Wright przedstawil metoda aksjomatyczng system
rachunku zdaft zwany tam,,And next”. System ten jest precyzacja intuicji zawartych
w Norm and Action. ,,And next” jest rachunkiem zdaniowym nadbudowanym nad
klasycznym rachunkiem zdaf, ktdrego specyficznym funktorem pierwotnym jest
dwuargumentowy funktor T wyposazony w nastgpujacg zamierzong interpretacje:
wyrazenie TP rozumiane jest jako: ,teraz o a nastepnie B”. Warto zauwazyé, ze
funktor T tym r6zni si¢ od funktoréw logik temporalnych (G, F), ze odnosi si¢ nie
do ,calej”, lecz tylko do ,,bezposSredniej” przysziosci czasu teraZniejszego. Celem
tego artykulu jest przedstawienie pewnej adekwatnej matrycy dla rachunku ,,And
next”, dzigki ktdrej uzyskuje on pewng temporalng interpretacje.
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IIa. JEZYK RACHUNKU ,,AND NEXT”

Na alfabet jezyka rachunku (oznaczonego odtad przez J4n), sktadaja sig symbole
zmiennych zdaniowych (p, g, r,..), symbole klasycznych statych logicznych (~ , A,
v, =3, ¢) ,symbol specyficznej stalej ,,a nastgpnie” (T), oraz znaki pomocnicze.
Jezyk Jan bedziemy utoZsamiali ze zbiorem wyrazefi poprawnie zbudowanych.
Poniewaz von Wright nie dopuszczal w jezyku swojego rachunku wielokrotnych
polaczen typu oT(BTY) czy (o«TB)Ty, definicje jezyka Jan poprzedzimy definicja
zbioru tzw. pseudowyrazef jgzyka. -

Def. 1.

Zbiorem P pseudowyrazefi jgzykaJ 4y nazywamy mniejszy ze zbioréw P taklch, e

1°p,q,1,5...€ P,

2 jezelio, B e Pto: " o', "aa B "av B "a— B, "o B elP.

Za pomocg zbioru P definiujemy nastgpne zbiory wyrazeii jgzyka Jan.

Def. 2.

Zbiorem W wyrazei jezyka J4n nazywany najmniejszy ze zbiordw W takich, ze:

I’jezelico e Ptoo e W,

2jezelio, e Pto"aTB"e W,

3 jezelia,b e Wto: "~ ", "o A B, "av B", "a—p", "ae> B, e W.

Namocy powyzszej definicji argumentami funktota T moga by¢ tylko wyrazenia,
w ktdrych sam ten funktor nie wystgpuje (pseudowyrazenia). Co za tym idzie, do
zbioru wyrazefi jezyka Jon nie nalezg np. ciagi symboli:

"pT@TN","(pv @ T(gA 1) T~s"itp.

Wyrazeniami rozwazanego jezyka sa natomiast::

"@T~p)=>(qT " "GV~DPA (P29 T(=pa ) ltp

I1b. AKSJOMATYCZNE OKRESLENIE RACHUNKU ,,AND NEXT”

Aksjomatami rachunku ,,And next” sa:

1. Wszystkie wyraZzenia tego rachunku bedace podstawieniami dowolnych praw
klasycznego rachunku zdafi w jgzyku Jan.

2. Specyficzne aksjomaty charakteryzujace funktor T. W tej grupie aksjomatow
aksjomatamni sg wszystkie wyrazenia stanowiace uszczegblowienia nastgpujacych
schematdw aksjomatdw:

Ax.L.[(@v B)T yv 8163 [(@Ty)v @T8)v BTy)v BT,

Ax.2.[(aAP)T( A5)]<—> [(@Ty)v(@ T3],

Ax. 3.0 [a TPRv~

Ax4~[aT(BA~B)] ,

gdzxe o, B, v, 8 sa zmiennymi metajezykowymi oznaczajqcyrm dowolne pseudo-
wyrazenia. Specyficznymi regutami mferenc_u W ,,And next” sg:

Rl: —(a<B)

—leTye@ETy, - - ' .

R2 _— Boy :
— [(@TB) < (aTy)].
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Obecnie wykazemy, ze rachunek ,,And next” jest dedukcyjnie réwnowazny
pewnemu rachunkowi posiadajacemu prostsza formalizacje. Ten nowy rachunek,
ktbry bedziemy od tego miejsca oznaczali przez N, jest nadbudowanym nad klasycz-
nym rachunkiem zdaf systemem o jednym specyﬁcznym funktorze jednoargumen-

towym (,,Nastepnie...”).
III. AKSJOMATYCZNE OKRESLENIE RACHUNKU N

Scharakteryzujemy najpierw jezyk omawianego rachunku (Jn).

Def.. 3.

Zbiorem WN wyrazefi jezyka Jy nazywamy najmme_;szy ze zbiorbw N taklch
ze:

1°jezelia e Ptoo € N,

2’ jezelia e Pto'pa" eN,

30 _]CZC]I a’ B e NtO ll Bll "(X.A Bll Ilav Bll "a__) Bll "(X.H Bll e N

AkSJomataIm rachunku N sa:

1° Wszystkie wyrazenia jezyka Jy bgdace podstaWJemarm dowolnych praw
klasycznego rachunku zdah w jgzyku Jn.

2° Specyficzne aksjomaty charakteryzujace funktor(>, ktorymi sg uszczeg6to-
wienia nastgpujacych schematdw aksjomatow:

Alp(av~a),

A2p(~a)e>~pa,

Adp(aAB)e Gaap).

Specyficzng regulg inferencji w N jest:

R _—(a
—EGaepp)

- Oto wybrane tezy rachunku N:
TLp(avB) o (bav »p).
T2.>(a—-B) e ba—p B).-
T3.D (o> B) & (pa e D>P).

IV. ROWNOWAZNOSC DEDUKCYJINA SYSTEMOW
,AND NEXT” IN

Aby wykazad, ze oba rachunki zdaniowe sg sobie rbwnowazne, nalezy udowod-
nié, ze kazdy z tych rachunk6w jest dedukcyjnie inferowalny w ramach rachunku
drugiego. W tym celu nalezy pokazaé, ze: 1) Specyficzna stala logiczna jednego
rachunku jest definiowana w drugim rachunku; 2) Wszystkie specyficzne aksjomaty
rachunku s3 tezami rachunku drugiego oraz ze 3) Specyficzne reguly pierwotne
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inferencji jednego rachunku sg regutami wtérnymi w rachunku drugim. Zauwazmy,
ze w rachunku N mozna zdefiniowaé funktar T w nastgpujacy sposob:

@1) aTPTF (arpp)
Przyjmujac t¢ definicje mozna udowodnié, ze wszystkie aksjomaty AX 1 — Ax 4

sg tezami w N.

Pokazemy to na przyktadzie Ax2. Dowod:

1L[aAB)T (A8 [(anB)A>GAB)] D1

2.p(YA3) O PYADD) (a3

3 [aAB)TYAS)]o [aAB A YA DS] 1,2,k.rz)

4[(aAB)TYA)][(aTYHAPTS)] (3,Dl,k.r.z.)c.b.d. 0.

Réwniez reguly R1, R2 sa wtbrnymi regutami inferencji w N co pokazemy na
przyktadzie R1.

Dowdd: :

l~(aeB) (zal.)

2.|—[(0c ADY)) & (BADY)] (L,krz)

3p-[aTy) e BTy (2,Dl,k.1.z) c.b.d.o.

Funktor[> jest definiowany w ,,And next” w nastgpujacy spos6b:

D2) Do [(Bv~B)Tal
Przyjmujac t¢ definicj¢ mozna udowodni¢, ze tezami rachunku ,,And next” sa

Al, A2 oraz A3. Oto przykladowy dowdd Al:

LEBv~P) k.r.z)

2. (av~P)e[Bv~BT@v~a)] (Ax3)
3vB)T@av~a) . 1,2,k.r.z)

4.D(av ~a) (3,D2) c.b.d.o.
Reguta R jest wtbrng regulq inferencji w ,,And next”.

Dowbd:

lL—(aeB) (zal.)
2—{ltyv~yTale[v~nTR} (1L,RY

3o B) 2,D2,k.r.z.)) c.b.d.o.

W ten spos6b zostato wykazane, ze rachunek ,,And next” oraz rachunek N s3
sobie rownowazne dedukcyinie.

V. ISTNIENIE ADEKWATNEJ MATRYCY DLA RACHUNKU N

Rozwazmy teraz matrycg M= < A, A", £~ , fa, fv, =, fo, > >
gdzie A={<x y>xye{0,1}}= {<0 0> <0,1><1,0><1,15},
A'={<1,1>)},

f~(<x,y>)=<1-x1-y>,

A (<x, y>,<x',y > =<min [x, x‘], min [y, y'] >,

fv(<x, y> <x,y > =<max [x,x], max [y, y]>,

f>(a b)=1fv({~(a),b),

fes(a, b)=fA(f - (a b), f— (a, b)),

D (<xy>) =<yy>
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OkreSlamy zwyczajowo funkcje v zZwang warto§ciowaniem wyrazefi jezyka Jy
w matrycy M. WartoSciowaniem wyrazen jezyka Jy w matrycy M nazywamy
dowoln funkcje v: JN — A takg, Ze dla dowolnych o, B JN

v(~a)=f~(v(a),

vaaB)=fA(v(®),v(P)),

viavp)=fv@),vP),

via—PB)=1- v (@),v(P),

viaop)=fo v (a),v(B),

v(Oa)=1>(v(a)).

Jezeli wartoScia pewnej funkcji v od pewnego wyrazenia o jestuklad < 1, 1 >,
wOwczas powiemy, Ze wyrazenie to jest niezmiennie prawdziwe. Wyrazenia jezykaJy
niezmiennie prawdziwe przy dowolnych wartodciowaniach w matrycy M bedzie-
my nazywali N-tautologiami i oznaczali symbolem v afakt, ze o jest N-tautolo-
gia. Inaczej

Def. 4'%a 3o D v()=<1,1>).

Natomiast fakt, ze pewne wyrazenie & € Wy jest tezg rachunku N bedziemy
oznaczaé przez My o.

Przechodzimy obecnie do wykdzania, ze rachunek ,,And next« posiada adek-
watng matrycg logiczng. Wobec réwnowazno$ci rachunkéw N oraz ,,And next”
zadanie nasze bg¢dzie polegalo na wykazaniu, Ze M jest adekwatng matrycg wzgle-
dem N, innymi stowy na stwierdzeniu identycznosci zbioru N-tautologii i zbioru tez
rachunku N (symbolicznie: {a:FF o }= { a :F a} ). Dowod odpowiedniego
twierdzenia przeprowadza si¢ dwuczg§ciowo, dowodzac najpierw, ze Kazda teza
rachunku N jest N-tautologia, a nastepnie, ze kazda N-tautologia jest tezg rachunku.
W artykule tym przedstawiamu jedynie szkic dowodu bmawianego twierdzenia
odnotowujac tylko prowadzace doi lematy. Doktadny dowdd twierdzenia zawiera
wzmiankowana publikacja. Pierwsza czg§¢ omawianej zaleznoSci wyraza

Twierdzenie 1. Dla dowolnego o. € WN: jeielﬂTa 0 fa.

Dowdd tego twierdzenia jest stosunkowo prosty (chociaz zmydny) i polega na
sprawdzeniu, Ze wszystkie aksjomaty N sa N-tautologiami (co istotnie ma miejsce),
oraz na wykazaniu, Ze reguta R nie wyprowadza poza zbidr tautologii. Drugg czg$¢
twierdzenia o pelnosci wyraza

Twierdzenie 2. Dla dowolnego o € WN : jezelifF ato ty a.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystuje si¢ nastgpyjace lematy pomocnicze:

Lemat 1. Dla dowolnych o, B € WN : jezelitw (o & B) itF a ol B.

Lemat 2. Dla dowolnych o, B € WN : jezelity (a & B) if7 o ol B.
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W dalszych trzech lematach postugujemy si¢ pojeciem koniunkcyjno-alterna-
tywnej postaci normalnej dla wyrazefi jezyka Jy. Powiemy, ze wyrazenie o
wystgpuje w konlunkcyjno-altematywnej postaci normalnej, gdy jest 1dentyczne
z koniunkcja pewnej iloSci czlonbw, z ktérych kazdy jest alternatywg wyrazefi
atomicznych lub ich negacii, gdzie przez wyrazeme atormczne rozumiemy wszystkie
wyraZeniapostaci: "p","g", "r"...oraz">p", "pq", ...i tylko te wyrazenia.
Zbibr wszystkich wyrazei quyka wystepujagcych w komunkcymo—altematywnej
postaci normalnej oznaczamy przez KA (/). Oto kolejne lematy:

- Lemat 3. Dla kazdego 0. € WN istnieje o° € KA (Jn) takie, Zetf (ot & o).

Lemat 4. Dla dowolnego o € KA (Jn) : ' & wiedy i tylko wiedy, gdy w kazdej
alternatywie skladajacej si¢ na koniunkcjg o wystepuje jakie§ wyrazenie atomiczne
raz ze znakiem negacji, a raz bez niego.

Lemat 5. Dla dowolnego a € KA (Jn) : jezelif¥ a.totw o

"W oparcnu O powyisze lematy latwo dowodzi sig twierdzenie 2. Zalozeniem
tw1erdzema jest, ze W o..Z tego oraz z lematu 3. wynika, ze istnieje o' € KA (/n)
takie, ze'¥ (0 & o ) Z tego za$, oraz z zalozenia, ze"N o i Lemant 2. wymka, ze

'V o . Poniewaz o € KA (), to na mocy Lematu 5. otrzymujemy, ze '~ o' . Po-
niewaz za$ty (o< ‘), to —namocy Lematu 1. :'% . c. b. d. o. TWIerdzeme 1.
w polaczeniu z twierdzeniem 2. daja pozadane twierdzenie o pelmosci, czyli:

Twierdzenie 3. Dla dowolnego o. € WN : by~ o wtedy i tylko wtedy, gdy Fv ot .

Biorac zas pod uwage wcze$niej wykazang rdwnowaznosé rachunké4w Ni ,,And
next”, otrzymujemy nast¢pujacy wynik:

Twierdzenie 4. Adekwatng matrycg wzgledem rachunku ,,And next” jest uktad
U=<A A f~ , A, fv, o, fo, fr>, gdzie A, A”, £~ , A, fv,f—,f s3
okre§lone jak dla matrycy M 728 dla dowolnych <x, y>, <x', y‘ >eA:

frcx,y><x,y'>)=<min{x,y],min[x,y]>.

Funkcje f T okre§la takze tabelka:

fr(ab)
a~—_1<0,0>/<1,0>|<0,1>/<1,1>
<0,0>[<0,0>{<0,0>1<0,0>[<0,0>
<1,0>[<0,0>]<0,0>[<1,0>]<1,0>
<0,1>]/<0,0>[<0,0>[<0,1>|<0,1>
<I,T>[<0,0>{<0,0>[<1,1>[<I,T>
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VI. TEMPORALNA INTERPRETACIJA ,,AND NEXT”

Dzigki temu, Ze M jest matryca adekwatng wzgledemN, a U — wzgledem ,,And
next”’, rachunkom tym mozna nadaé nastgpujacg temporalng interpretacje, Warto§ci
< x, y >z uniwersum A interpretajemy jako pary klasycznych wartosci logicznych
odpowiednich zdaf. Przyjmujemy, Ze warto$€ logiczna zdania o rOwna jest < xo, Yo >
(v (o) =< x0, Yo >) wtedy 1 tylko wtedy, gdy klasyczna warto§¢ logiczna zdania ,teraz
o ” wynosi xp, a klasyczna warto§¢ logiczna zdania ,nastgpnie o ” wynosi yp .
Interpretacje taka mozna przyjac, jezeli w metasystemie przyjmiemy nastgpujace
zalozenia dotyczace czasu oraz sposobu zmiennoSci stanéw rzeczy w czasie:

Z 1. Czas jest uporzadkowang strukturg relacyjng < T, < >, gdzie T jest zbiorem
,momentdw czasowych”, za$ < okre§long na tym zbiorze relacja binarng wczesniej
— pOzniej, ktbra jest asymetryczna, przechodnia i spbjna w zbiorze T, oraz porzad-
kuje go w sposOb gesty i bez elementu pierwszego i ostatniego.

Z 2. Dlakazdego a € Poraz dlakazdego t € T istnieje (choéby dowolnie mate)
prawostronne sasiedztwo (,,bezposrednia przyszlo§¢” — ,nastgpnie”), w ktbrymstan
rzeczy opisywany przez o jest niezmienny.

Zalozenie Z 2. pozwala na przypoorzadkowanie kazdemu o oraz kazdemu
momentowi t (ktbry moze staé s1e; tcrainiejszoscm) ukladu< {t },n(t) >, naktory
sktadajg si¢ komponenty ,,teraz” oraz ,,nastt;pme (meskonczeme male prawostronne
sasiedztwo t), w ktorych klasyczna warto$é logiczna o jest stata'.

! Rozszerzona postaé tez zawartych w niniejszym artykule znajduje sig w.pracy An adequate matrix
Sor the ,,And next” calculus of G. H. von Wright, ,,Bulletin of the Section of Logic”, vol. 23, number 2,
Lédz 1994.



