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Uniwersalnos¢ pojecia prawdopodobienstwa
Chcac opisa¢ zdarzenia, na temat ktorych nie mamy pelnej wiedzy,
mowimy, ze wystapig one z pewnym prawdopodobienstwem, ze istnieje
szansa na ich wystgpienie ale réwniez, ze istnieje ryzyko, Ze nie
nastgpig. Jesli nie jesteSmy czego$ catkowicie pewni — méwimy o
stopniach pewnosci. Tak wyrazaja swoje poglady zwykli uzytkownicy
jezyka, ale réwniez specjalisci: lekarze, ekonomisci, prawnicy,
jezykoznawcy, kulturoznawcy 1 filozofowie. Pojecie prawdo-
podobienstwa odgrywa istotng rol¢ w komunikacji codziennej, a takze w
teoriach naukowych, m.in. statystyce czy w teorii decyzji. Pozwala
ilosciowo opisywaé zwigzki przyczynowo-skutkowe, mierzy¢ stopien, w
jakim hipotezy sa wspierane przez dane empiryczne, ocenia¢ racjo-
nalno§¢ wyborow dokonywanych w  warunkach niepewnosci.
Paradoksalnie, ta uniwersalno$¢ terminu ,,prawdopodobienstwo” staje
si¢ zrodlem problemow. Okazuje si¢ bowiem, Ze pojecie to moze by¢
roznie rozumiane. Analizujgc znaczenia zwrotow:
o jest wigksza szansa na to, Ze sukces odniesie autor X niz
autor Y;
e najbardziej prawdopodobny jest wariant, w ktorym dane
przedsiebiorstwo zbankrutuje;
e jest bardzo mato prawdopodobne, zZe dane zjawisko
kulturowe okaze sie trwate;
® palenie papierosow znaczgco zwigksza ryzyko zachorowa-
nia na raka pfuc;
e prawdopodobienstwo wystgpienia deszczu w ciggu naj-
blizszej godziny wynosi 0,3;
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e prawdopodobienstwo, Ze oskariony popetnit zarzucany
MU Czynu graniczy z pewnoscig;

e prawdopodobienstwo, ze stosowanie leku bedzie miato
skutki uboczne wzrosto o 100%.

dochodzimy do wniosku, ze termin ,,prawdopodobienstwo” (i jego syno-
nimy) nie jest w nich tak samo interpretowany. Zwykty uzytkownik je-
zyka, bombardowany informacjami zawierajagcymi termin ,,prawdopo-
dobienstwo”, zmuszony jest balansowa¢ miedzy tymi ré6znymi znacze-
niami, chcg wyciagnaé z przedstawianych przy jego uzyciu danych ra-
cjonalne konkluzje. Niestety badania pokazuja, ze zwykle mu si¢ to nie
udaje. Istnieje caty katalog nieporozumien zwigzanych z tym pojgciem
1 bledow w rozumowaniach opartych na przestankach, w ktérych ono

wystepuje.

Intuicyjne i formalne rozumienie terminu ,,prawdopodobienstwo”

Potrzeba ustalania prawdopodobienstwa poszczegdlnych zdarzen
wzieta si¢ z prostych gier losowych — np. takich, jak gra w kosci. Ci,
ktoérzy umieli porownywaé szanse na wypadnigcie pewnego uktadu
oczek, wygrywali z tymi, ktorzy tego nie potrafili. Zapewne kazdy
intuicyjnie wie, ze prawdopodobienstwo wyrzucenia szostki wynosi 1/6,
wyrzucenia parzystej lub nieparzystej liczby oczek — wynosi 1 (jest to
zdarzenie pewne), a wyrzucenia jednoczesnie trojki i dwojki — wynosi 0
(jest to zdarzenie niemozliwe). Nie do konca natomiast zdajemy sobie
sprawe z tego, jaka jest zalezno$¢ miedzy prawdopodobienstwami
poszczegdlnych zdarzen (np. co jest bardziej prawdopodobne -
wypadnigcie trzech szdstek pod rzad czy wypadniecie sekwencji: jeden,
cztery, trzy) 1 ogolnie z tego, jaka strukture tworza byty, ktéorym
przypisujemy  prawdopodobienstwo.  Te  szczegolty  reguluje
jednoznacznie formalna definicja pojecia prawdopodobienstwa, a nasze
intuicje sg czgsto tylko niedoktadnym jej odbiciem.

Z formalnego punktu widzenia, prawdopodobienstwo jest funkcja,
ktoéra przypisuje elementom pewnego zbioru X wartosci ze zbioru liczb
rzeczywistych. O zbiorze X zaklada si¢, ze ma on okre$long strukture:
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e jesli do zbioru X nalezy jaki§ element A, to nalezy
réwniez element nie-A,

e jesli do zbioru X nalezag dwa element A i B, to do X
nalezy rowniez ich suma: A lub B.

Zgodnie z pierwszym zalozeniem — jesli mozemy przypisa¢ prawdo-
podobienstwo temu, ze jakie$ zdarzenie zajdzie, to mozemy rowniez
przypisywac¢ prawdopodobienstwo temu, ze nie zajdzie, a zgodnie z dru-
gim: jesli mozemy przypisa¢ prawdopodobienstwa kazdemu z dwodch
zdarzen osobno, to mozemy réwniez przypisa¢ prawdopodobienstwo
temu, ze ktorekolwiek z nich zajdzie.

Na funkcje prawdopodobienstwa P naktada si¢ trzy warunki, ktére
gwarantujg, ze prawdopodobienstwo jest liczbg z przedziatu (0,1) i
prawdopodobienstwo sumy elementow zbioru X, ktore si¢ wzajemnie
wykluczaja, jest sumg prawdopodobienstw przypisanych tym elemen-
tom. Formalnie zapisujemy je nastepujaco:

1) 0<P(A) <1,

2) prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne 1,

3) prawdopodobienstwo  sumy  dowolnych,  parami
wykluczajagcych si¢ zdarzen Ai, Az, ... jest rowne sumie ich
prawdopodobienstw:

P(Ar U A2u...) =P(Ay) +P(A2) + ...

Majac funkcje prawdopodobienstwa mozna zdefiniowa¢ dodatkowo
pojecie prawdopodobienstwa warunkowego: prawdopodobienstwo tego,
ze zajdzie zdarzenie A, o ile wiemy, ze zaszto zdarzenie B. Jest ono
réwne ilorazowi prawdopodobienstwa lacznego zaj$cia A i B, 1 prawdo-
podobienstwa zaj$cia B. Symbolicznie:

P(AB) = P(A i B)/P(B).

Latwo pokazaé, ze prawdziwa jest nastgpujaca rownos¢ (nazywana
wzorem Bayesa):

P(AB) = [P(B|A) P(A)]/P(B).

Z matematycznego punktu widzenia charakterystyka funkcji praw-
dopodobienstwa i zbioru, do ktérego naleza argumenty tej funkcji, nie
budzi zadnych watpliwosci. Jest to jednak charakterystyka, ktora nic nie
mowi o tym, czym faktycznie sa elementy zbioru X i czemu,
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w zwigzku z tym, prawdopodobienstwo przypisujemy. Ten problem
rozstrzygaja dopiero poza-formalne interpretacje pojecia prawdopodo-
bienstwa.

Interpretacje pojecia prawdopodobienstwa

Ze wzgledu na interesujacy nas problem mozna wyrdznié cztery’
gtéwne typy takich interpretacji: klasyczng, czestosciowq, sktonnosciowq
i subiektywistyczng. Wydaje si¢, ze to wlasnie przyjecie okreslonej
interpretacji poj¢cia prawdopodobienstwa jako pojecia wyjasniajacego |
opisujacego zjawiska z danej sfery (kultury, rozwoju jezyka, prawa,
ekonomii, fizyki, medycyny, komunikacji) ma istotne skutki dla jego
rozumienia i skutecznego uzycia.

Zgodnie z interpretacjq klasyczng prawdopodobienstwo zdarzenia A
jest stosunkiem migdzy liczba zdarzen, ktore sprzyjaja A (w ktorych A
zachodzi), a liczbg wszystkich mozliwych zdarzen. Przy tej interpretacji
zbidr X jest zawsze skonczony i wszystkim jego elementom przypisu-
jemy réwne prawdopodobienstwo. Tak wlasnie rozumiemy prawdopo-
dobienstwo wylosowania pika z ze zwyktej 52 kartowej talii czy wyrzu-
cenia szostki rzetelng kostkag. W tym ujeciu tylko bardzo szczegdlnym
zdarzeniom mozna przypisywaé prawdopodobienstwo. Na pewno nie
da si¢ go orzec (bez zrobienia catkowicie nierealistycznych zalozen)
o0 trendach kulturowych, zjawiskach atmosferycznych czy ludzkich za-
chowaniach.

Zgodnie z interpretacjg czestosciowg — prawdopodobienstwo jest
miarg czgstosci, z jaka dane zdarzenie wystgpuje w klasie innych zda-
rzen okreslonego typu. Przy tej interpretacji zbior X jest zbiorem tylko
takich zdarzen, ktore sg powtarzalne. Najprostszym przyktadem zdarze-
nia powtarzalnego jest rzut rzetelna kostka do gry. Taki rzut mozna po-
wtorzy¢ wielokrotnie 1 ocenié, jakie jest prawdopodobienstwo wyrzuce-
nia szesciu oczek. W tym ujeciu nie mozna jednak przypisaé¢ prawdopo-
dobienstwa zdarzeniom jednostkowym, unikalnym — np. temu, ze pe-
wien konkretny Jan Kowalski popelni w czasie najblizszego tygodnia
morderstwo, albo, ze pewna konkretna sztuka teatralna odniesie sukces.

1 Swiadomie rezygnujemy tu z méwienia o interpretacji logicznej pojecia prawdopodobien-
stwa, poniewaz nic nie wnosi ona do problemu poruszanego w niniejszym artykule.
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Takie zdarzenia przy interpretacji czestosciowej nie nalezg do zbioru X.
W efekcie ograniczona jest np. mozliwo$¢ opisu w kategoriach prawdo-
podobienstwa (szans, ryzyka) zjawisk kulturowych czy unikalnych zda-
rzen fizycznych.

Zgodnie z interpretacja sktonnosciowg — prawdopodobienstwo jest
miarg sktonno$ci (tendencji czy dyspozycji) danego uktadu do zajscia
okreslonego stanu tego uktadu (por. np. [Zatuski 2008]). Przy tej inter-
pretacji zbior X jest zbiorem stanéw danego uktadu. Przyjmujac taka
interpretacje mozemy probowac ocenié, jakie jest prawdopodobienstwo
tego, ze Jan Kowalski podejmie probe samobojcza, zastanawiajac sie,
jaki jest jego aktualny stan psychiczny i co wiemy na temat jego psy-
chiki (np. jego sktonnosci do dziatan autodestrukcyjnych). Mozemy
réwniez prognozowac, jaka jest szansa na to, ze obecnej sytuacji poli-
tycznej wybory na prezydenta wygra taki a nie inny polityk, albo, ze
sposrod kandydatéw zgloszonych do nagrody literackiej zwycigzy kan-
dydat A. Pozwala ona réwniez w okreslonym uktadzie fizycznym, skta-
dajacym si¢ z pojedynczej czastki i dwoch szczeliny, obliczy¢ (na pod-
stawie znanych praw fizyki) prawdopodobienstwo, ze czastka przeleci
przez pierwsza z tych szczelin. W tym ujeciu nie mozemy jednak oce-
nia¢ prawdopodobienstwa standw, ktore nie sg weale (lub sg tylko luzno)
powiazane z innymi stanami uktadu, lub ktore sg zdarzeniami w jakims$§
sensie izolowanymi. Nie mozemy np. oceni¢ prawdopodobienstwa tego,
7e stara moneta, ktorg znalezliSmy w skrzyni jest monetg rzetelna (a
wiec, ze prawdopodobienstwo wyrzucenia orla 1 reszki jest takie samo i
wynosi 0,5).

Zgodnie z interpretacjq subiektywistyczng — prawdopodobienstwo
jest miarg naszych przekonan co do tego, ze dane zdarzenie zajdzie (albo
w innej konwencji — ze bedzie prawdziwe zdanie opisujace zajécie tego
zdarzenia). Jest wigc wyrazem subiektywnej oceny tego, jaka jest
szansa, ze dane zjawisko nastapi, jakie jest ryzyko zaistnienia splotu
okolicznosci itp. Przy tej interpretacji zbidr X jest zbiorem dowolnych
zdarzen czy stanéw uktadu. Jedyny warunek, jaki naktadamy na tak
interpretowang funkcje prawdopodobienstwa to jej zgodnos¢ z wymie-
nionymi wczesniej aksjomatami.
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Roéznice w interpretacji prawdopodobienstwa majg dalsze kon-
sekwencje.

Zakres stosowalnosci pojecia prawdopodobienstwa

O ile w ujeciu subiektywistycznym prawdopodobienstwo mozna
przypisa¢ przekonaniu dotyczacemu zaj$cia dowolnego zdarzenia, stanu
czy zjawiska, to pozostale interpretacje s zdecydowanie bardziej re-
strykcyjne. W ujeciu klasycznym zdarzenia muszg tworzy¢ pewien
bardzo prosty, skonczony i regularny uktad. W ujeciu czestosciowym
o prawdopodobienstwie zdarzenia mozna moéwié tylko wtedy, gdy jest
ono powtarzalne, i gdy mozemy wyr6zni¢ grupe zdarzen stanowigcych
jego odniesienie (prawdopodobienstwo jest wzgledng czgstoscig zdarze-
nia danego typu w takiej grupie). W ujeciu sklonnosciowym, aby jakie-
mu$ stanowi uktadu przypisa¢ prawdopodobienstwo, musi on by¢ po-
wigzany (np. przyczynowo-skutkowo, cho¢ moéwi si¢ réwniez o jakims
innym, ,metafizycznym” zwigzku) z innymi stanami tego uktadu.
W efekcie np. zdarzeniom jednostkowym (niepowtarzalnym, w jakims$
sensie unikalnym czy izolowanym) mozna przypisa¢ prawdopodobien-
stwo tylko w sensie subiektywistycznym, a tylko w szczegdlnych wy-
padkach — sktonnosciowym. Trudno tez w niektorych przypadkach
przypisa¢ prawdopodobiefstwo (w interpretacji czestosciowe] czy
sktonnos$ciowej) hipotezom ogdlnym (np. temu, ze wszystkie kruki sg
czarne). A to z kolei istotnie ogranicza stosowanie wzoru Bayesa. Jesli
bowiem chcemy stwierdzié, jakie jest prawdopodobienstwo prawdziwo-
Sci hipotezy A, o ile wiemy, ze zaszto pewne zdarzenie B (czyli obliczy¢
prawdopodobienstwo tej hipotezy a posteriori — symbolicznie: P(A|B)),
musimy we wzorze postuzy¢ si¢ prawdopodobienstwem samej hipotezy
A (prawdopodobienstwem a priori — symbolicznie: P(A)). O ile jednak
zdarzenie A nie nalezy do klasy X, na ktorej funkcja prawdopodobien-
stwa jest okreslona — jest to zadanie niewykonalne

Status stwierdzen odwolujqcy sie do pojecia prawdopodobienstwa

W ujeciu klasycznym, czestosciowym i sklonnosciowym prawdopo-
dobienstwo wydaje si¢ wlasno$cia obiektywng zdarzen lub stanow.
Mozna powiedzie¢ nieco metaforycznie, ze tkwi w samej rzeczywistosci
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1 jest niezalezne od tego, czy kto$ posiada wiedz¢ na ten temat. W ujgciu
subiektywistycznym — jest tylko wyrazem przekonania racjonalnego
podmiotu na temat prawdziwosci zdania opisujgcego zdarzenie. Racjo-
nalno$¢ podmiotu objawia si¢ tu tym, ze zachowuje si¢ on w pewien
sposob konsekwentnie — modyfikuje swoje przekonania zgodnie z re-
guta warunkowania. Jej dziatanie mozna przedstawi¢ w nastepujacy spo-
sob. Zatozmy, ze mamy w danej chwili t przekonanie, ze prawdopodo-
bienstwo zdarzenia A wynosi Py(A). W chwili ¢” (pdzniejszej od t) uzy-
skalismy wiedzg, ze zaszlo zdarzenie B. Jak wptywa to na nasze przeko-
nanie na temat prawdopodobienstwa zdarzenia A, tzn. jaka warto$¢ po-
winno mie¢ Py(A)? Zmodyfikowane, ,,nowe” prawdopodobienstwo
przypisywane zdarzeniu A powinno — po uzyskaniu wiedzy, ze zaszlo
zdarzenie B — zmieni¢ si¢ w ,,stare” prawdopodobienstwo warunkowe.
Innymi slowy — przy zatozeniu, ze modyfikujemy przekonanie w oparciu
o wiedz¢ na temat zajScia zdarzenia B — regula ta ma postac:

Po(A) = P(A | B).

W celu zwigkszenia czytelnosci (nie trzeba pamigtac, ze chwila t jest
wczesniejsza od ¢°) zasade te zapisuje si¢ tez nastgpujaco:

Pnowe(A) = Pstare(A ‘ B)-

Aby zapewni¢ interpretowanemu subiektywistycznie prawdopodo-
bienstwu walor obiektywnosci nalezatoby traktowac je jako przekonania
eksperta w danej dziedzinie lub sprowadzac — o ile jest to mozliwe — do
innego rozumienia prawdopodobienstwa. Znajduje to wyraz np. w po-
stepowaniach sgdowych, gdzie przede wszystkim szuka si¢ obiektywnej
informacji na temat prawdopodobienstwa zaj$cia danego zdarzenia (do-
starczonej np. przez roczniki statystyczne), a jesli taka nie istnieje, po-
woluje si¢ eksperta, i traktuje si¢ jego przekonanie na temat tego praw-
dopodobienstwa jako stwierdzenie obiektywnego stanu rzeczy.

Hlosciowe versus jakosciowe opisywanie prawdopodobienstwa

Z formalnego punktu widzenia, prawdopodobienstwo jakiego$ zda-
rzenia (stopien przekonania o prawdziwos$ci jakiego$ zdania) jest liczba
z przedziatu (0,1). Je$li umiemy przypisa¢ danemu zdarzeniu A okre-
Slone (wyrazone liczbowo) prawdopodobiefstwo, mozemy nastepnie
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wykona¢ na tej wielkosci rozne operacje: obliczy¢ prawdopodobienstwo
zdarzenia przeciwnego (czyli 1 — P(A)), obliczy¢ niektore prawdopodo-
bienstwa warunkowe itd. Skad jednak wiadomo, ile doktadnie prawdo-
podobienstwo zdarzenia A wynosi? Na takie pytanie tatwiej odpowie-
dzie¢ przyjmujac interpretacje klasyczng czy czestosciowa, niz interpre-
tacje subiektywistyczng lub sklonnosciowa pojecia prawdopodobien-
stwa. Przy interpretacji subiektywistycznej mozemy np. mowic, ze jest
bardzo wysokie prawdopodobienstwo, ze zajdzie A albo, ze Szanse na
zajscie A i B sq takie same, wyrazajac tym samym nasze przekonania, ze
P(A) jest bliskie 1, i P(A) = P(B). Do pewnych celéw tego typu stwier-
dzenia wystarczg, ale w niektorych przypadkach moze by¢ konieczne ich
doprecyzowanie. Jesli np. sedzia wydajac wyrok chce realizowaé¢ mak-
syme cesarza Trajana ,lepiej uniewinni¢ 100 winnych niz skaza¢ jed-
nego niewinnego”, to tym samym musi — przynajmniej w zatozeniu —
moéc liczbowo oszacowaé prawdopodobienstwo tego, ze oskarzony jest
faktycznie winny, jako nie mniejsze niz 99/100. Podobnie, jesli zamie-
rzamy dokona¢ racjonalnego wyboru miedzy réznymi towarzystwami
ubezpieczeniowymi, powinni§my umie¢ oceni¢, czy stosunek miedzy
proponowang sktadkg a kwotg ubezpieczenia jest dla nas (subiektywnie)
korzystny, biorgc pod uwage prawdopodobienstwo zdarzenia, ktore jest
przedmiotem ubezpieczenia. PowinniSmy umie¢ przetozy¢ np. nasza
awersje do ryzyka, przekonanie o przesladujacym nas pechu i potrzebe
komfortu na wartosci liczbowe 1 dokona¢ obliczen. Towarzystwa ubez-
pieczeniowe czerpig swoje dochody z roznicy migdzy naszym subiekty-
wistycznie interpretowanym prawdopodobienstwem i prawdopodobien-
stwem czestosciowym, na temat ktérego dane dostarczaja im roczniki
statystyczne i wysoko optacani eksperci.

Podsumowanie
Najwazniejszymi wiasnosciami, ktdre réznicuja poszczegdlne inter-
pretacje pojecia prawdopodobienstwa sg:
e Status twierdzen, w ktérych pojecie prawdopodobienstwa
wystepuje (ich obiektywnos¢ vs subiektywnosc);
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e Zakres stosowalnosci pojecia prawdopodobienstwa
(uniwersalne vs ograniczone do dziedziny o $ci$le okre$lonych
cechach);

e Sposdb szacowania wielkosci prawdopodobienstwa (ilo-
sciowe VS jakosciowe).

Wsrod wymienionych interpretacji pojecia prawdopodobienstwa
najlepiej scharakteryzowane pod tymi wzgledami sg interpretacje su-
biektywistyczna i czgstosciowa. To one reprezentujg do pewnego stopnia
przeciwstawne podejscia do problemu, czym jest prawdopodobienstwo.
Pozostale interpretacje majg badz dos¢ specyficzny, waski zasieg — jak
np. klasyczna — badz niezbyt dobrze sprecyzowane wlasnosci — jak
sktonnosciowa. Mozna tez twierdzi¢, ze sg one wlasciwie szczegdlnymi
przypadkami interpretaciji czestosciowej i subiektywistycznej?.

Przewaga interpretacji czgstosciowej (czasami nazywanej tez
statystyczng) nad interpretacjg subiektywistyczng polega na tym, ze
wydaje si¢ dostarcza¢ ona obiektywnej wiedzy. Prawdopodobienstwo
zdarzenia jest przy niej zawsze wyrazone liczbowo, a uzyskane ustalenia
traktuje si¢ jako prawdy o $wiecie. Z drugiej jednak strony interpretacja
czgstosciowa stosuje si¢ do zdecydowanie wezsze] klasy zdarzen —
takich, ktore sa powtarzalne, dla ktorych mozna precyzyjnie ustali¢
grupe odniesienia.

Zaleta interpretacji subiektywistycznej (nazywanej tez bayesowska)
jest jej szerokie zastosowanie. Dzigki temu mozemy postugiwac sie
wzorem Bayesa, a to pozwala nam poda¢ przepis na racjonalne modyfi-
kowanie naszych przekonan w obliczu uzyskanych nowych informacji —
czyli postugiwaé si¢ regutg warunkowania. Chociaz szacowanie tak ro-
zumianego prawdopodobienstwa ma czesto posta¢ jakosciowg — ustala
si¢, ktore zdarzenia wydaja si¢ nam bardziej prawdopodobne, a nie ile
wynosi ich prawdopodobienstwo — do celow praktycznych (np. podej-
mowania decyzji zyciowych) jest w zasadzie wystarczajace.

2 Interpretacja klasyczna opiera si¢ na czestoéci w skonczonej, bardzo prostej dziedzinie,
interpretacja sklonnosciowa w wersji odwotujacej si¢ do sktonnosci uktadu fizycznego, rzadzo-
nego przez $cisle prawa ma charakter obiektywny, a w wersji odwotujacej sie¢ do sktonnosci
uktadu rozumianej metafizycznie — charakter subiektywny.
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Wybor migdzy interpretacjg subiektywistyczng a czestosciowa za-
lezy od tego, ktéra z wymienionych wtasnosci prawdopodobienstwa jest
dla nas w danym momencie istotniejsza — czy zalezy nam na szerokim,
cho¢ nie do konca precyzyjnym zastosowaniu czy na waskim ale
doktadnym.

Skoncentrujmy si¢ wigc na tych dwoch interpretacjach i pokazmy,
jak odwotujac si¢ do ich wilasnosci mozemy klasyfikowacé najczgsciej
wystepujace bltedy w rozumowaniach, w ktéorych wystepuje pojecie
prawdopodobienstwa.

Niech Xsub 1 Xcest 0znaczaja zbiory zdarzen, ktorych elementy sa
argumentami funkcji prawdopodobienstwa odpowiednio: zgodnie z in-
terpretacja subiektywistyczna i zgodnie z interpretacja czesto$ciowa®.
Wartosciami funkcji Psup I Pesest (0kreslonych na zbiorach Xsub i Xczest) sa
liczby z przedziatu (0,1). Poniewaz na gruncie pierwszej interpretacji
prawdopodobienstwo mozemy przypisa¢ dowolnemu zdarzeniu, a na
gruncie drugiej tylko niektérym z nich, zalezno$¢ migdzy tymi zbiorami
jest nastepujaca’:

Xczc;st c Xsub.

Pojawiajg si¢ w zwigzku z tym naturalnie dwa dobrze okreslone
obszary dziatania funkcji prawdopodobienstwa: (Xsub — Xezest) | (Xsub M
Xcze;st)-

W pierwszym z nich prawdopodobienstwo zdarzen moze by¢ sza-
cowane wylgcznie subiektywistycznie. W drugim — prawdopodobien-
stwo zdarzen moze by¢ szacowane zarowno czgstosciowo jak i subiek-
tywistycznie. W obszarze pierwszym mozna tez wyrdzni¢ zbior takich

3 Zamiast o zbiorach zdarzen mozna wymiennie méwi¢ o zbiorach zdah opisujacych te
zdarzenia. Zbiory te sg izomorficzne — tzn. maja doktadnie takg samg strukture (facznemu zajsciu
dwoch zdarzen odpowiada prawdziwos$é koniunkcji dwoch zdan, sumie zdarzen odpowiada
alternatywa zdan, zdarzeniom wykluczajacym si¢ — para zdan, ktorych koniunkcja jest fatszywa
itd.). W literaturze przedmiotu wystepuja oba sposoby charakterystyki zbioru bedacego dziedzing
funkcji prawdopodobienstwa. W niniejszej pracy tez czasami bedziemy stosowaé je zamiennie —
o ile nie bgdzie to prowadzi¢ do nieporozumien.

4 Podobna zalezno$¢ zachodzi oczywiscie rowniez miedzy zbiorem Xsub, @ zbiorami Xgi,
Xkias €ZY Xiog (bgdacych odpowiednio zbiorami zdarzen, ktérym przypisuje si¢ prawdopodobien-
stwo na gruncie interpretacji sktonnosciowej, klasycznej i logicznej), poniewaz zbior Xsub jest
zbiorem (potencjalnie) najszerszym.
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zdarzen, ktérym w sensie czestosciowym wprawdzie nie mozna przypi-
sa¢ prawdopodobienstwa, ale ktore moga by¢ — rowniez w rozumieniu
czestoSciowym — argumentami funkcji opisujacej prawdopodobienstwo
warunkowe. Zilustrujmy to przykladem. Zatézmy, ze znajdujemy na
strychu monete, o ktorej nic pewnego nie mozemy powiedzie¢ (nie po-
trafimy zidentyfikowaé ani jej pochodzenia, ani wieku). W zwiazku
z tym, nie ma sensu mowic, ze istnieje w sensie czestosciowym jakie$
prawdopodobienstwo a priori, ze moneta ta jest rzetelna (tzn. ze praw-
dopodobienstwo wypadnigcia awersu jest takie samo jak wypadnigcie
rewersu). Nie potrafimy bowiem wskaza¢ zadnej rozsadnej grupy odnie-
sienia dla tej monety. Mozemy jednak obliczy¢ prawdopodobienstwo
warunkowe: np. to, ze 10 razy pod rzad wypadnie awers pod warunkiem,
ze moneta jest rzetelna. Takie obliczenie bedzie miato sens zarowno dla
zwolennika interpretacji subiektywistycznej jak i czestosciowej. ZWO-
lennicy tej ostatniej interpretacji beda mogli przypisa¢ temu stwierdze-
niu znaczenie czesto§ciowe — poniewaz jest to prawdopobienstwa pew-
nego dobrze zdefiniowanego, powtarzalnego eksperymentu. Jest to wigc
obszar (nazwijmy go — trzecim), na ktérym dwie interpretacje moga si¢
ze sobg w pewien sposob miesza¢. Zwolennik interpretacji czgstosciowej
bedzie umiat okresli¢ P(B|A), nie umiejgc jednoczes$nie okresli¢ ani
P(A) ani P(B), a wigc w szczego6lnosci nie mogac zastosowaé wzoru
Bayesa, aby obliczy¢ P(A | B).

Oczywiscie taki opis, pokazujacy obszary dziatania réznych inter-
pretacji pojecia prawdopodobienstwa i ich wzajemne przenikanie, jest
dostepny tylko z pewnego punktu widzenia i najczeSciej nie jest dany
zwyklym uzytkownikom jezyka. Stanowi jednak wygodng perspektywe
badawcza, pozwalajacag w nowy sposob oceni¢ racjonalno$¢ rozumowan
odwotujacych sie do pojecia prawdopodobienstwa.

Typowe problemy i bledy zwigzane z pojeciem prawdopodobienstwa
W niektérych sytuacjach karg za niewtasciwe przypisanie prawdo-
podobienstwa zdarzeniom jest poniesienie jakiej§ wymiernej straty.
Wiedza to stabi gracze w kosci czy w pokera. Twierdzenie, ze np. praw-
dopodobienstwo naszej $mierci (lub zaptacenia podatkow) jest r6zne od
1 — a wigc przyjmowanie, ze zdarzenie pewne moze nie nastapic, czy
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przypisywanie niezerowego prawdopodobienstwa zdarzeniu niemozli-
wemu (niektdrzy uwazaja, ze jest to np. zrozumienie kobiety) réwniez
wczesniej czy pozniej doprowadzi do niekorzystnych dla nas rozstrzy-
gnigc.

Oczywiscie nie zawsze zaleznosci mig¢dzy niewlasciwym uzywa-
niem poj¢cia prawdopodobienstwa a praktycznymi stratami sg bezpo-
srednie czy oczywiste. Czasami trudno jest stwierdzi¢, dlaczego powin-
nismy postugiwaé si¢ pojeciem prawdopodobienstwa tak, aby spetnione
byly aksjomaty rzadzace jego formalng charakterystyka. Filozofowie
prébowali ten problem rozwigzaé, konstruujac réznego typu argumenty,
majace pokaza¢, ze przynajmniej potencjalnie takie niewlasciwe
postepowanie prowadzi do jaki§ negatywnych efektow. Najbardziej
znane sg w tym kontekscie rozne wersje tzw. argumentu Dutch Book.
Opieraja si¢ one na zatozeniu, ze skoro przypisujemy jakiemus$ zdarze-
niu prawdopodobienstwo rézne od zera, to zawsze da si¢ wskazaé
stawke, o jaka bylibySmy si¢ gotowi zatozy¢, ze zdarzenie to zajdzie.
Niezaleznie od pewnych stabych punktéw tych rozumowan (por. [Joyce
1998], [Christensen 1991], [Christensen 1996], [Christensen 2001]) na-
lezy si¢ zgodzi¢, ze w okreslonych okoliczno$ciach pogwalcenie formal-
nych regut rzadzacych uzyciem terminu ,,prawdopodobienstwo” jest
nieracjonalne (nie pozwala zrealizowaé zalozonego celu, prowadzi do
sprzecznosci, skutkuje decyzjami dalekimi od optymalnych). Sprobujmy
wiec skatalogowac typowe btedy, ktére sg zwigzane z pojeciem prawdo-
podobienstwa, czyli takie zachowania, ktore trzeba uzna¢ za nieracjo-
nalne.

Rozwazmy wyr6zniony wyzej pierwszy obszar dziatania funkcji
prawdopodobienstwa. W jaki sposob zdefiniujemy btad, jaki popehnia
kto§ przypisujac prawdopodobienstwo zdarzeniom, ktérym w sensie
obiektywnym prawdopodobienstwa przypisa¢ nie mozemy? Poniewaz
takie przypisanie jest wyrazem subiektywnego przekonania podmiotu, to
mozna jedynie twierdzi¢, ze jest ono wewngtrznie sprzeczne lub
niekonsekwentne. Do najczgséciej wystepujacych w tym obszarze btedow
nalezy:

1. Uznanie, ze prawdopodobienstwo sumy zdarzen logicznie
dopetiajgcych si¢ nie jest rowne 1;
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2. Uznanie, ze prawdopodobienstwo tacznego zajécia
zdarzen logicznie wykluczajacych sie nie jest rowne 0;

3. Uznanie, ze prawdopodobienstwo tgcznego zachodzenia
dwoch zdarzen jest wicksze niz prawdopodobienstwie zajscia
jednego z nich;

4. Modyfikowanie = przekonan niezgodne z  zasada
warunkowania.

Zauwazmy, ze pierwsze dwa btedy nie oznaczaja po prostu, ze nie
przypisujemy prawdopodobienstw 1 i 0 odpowiednio jakim$ zdarzeniom
pewnym lub niemozliwym, ale — Ze nie robimy tak dla zdarzen logicznie
pewnych lub niemozliwych. Nie zalezy to w zwigzku z tym od tego, co
mys$limy np. o $mierci, podatkach czy zrozumieniu kobiety, ale wylacz-
nie od konsekwentnego uzywania statych logicznych. Popetnienie tych
btedow bedzie prowadzi¢ do jaki$§ negatywnych skutkow bo — rozumujac
w duchu argumentu Dutch Book — w pierwszym wypadku byliby$my
gotowi postawi¢ jaka$ mata sume, na to ze zadne ze zdarzen dopekniaja-
cych si¢ nie zajdzie, a w drugim — Ze zajdg oba zdarzenia wykluczajace
si¢. A tak oczywiscie by¢ nie moze i na pewno stracimy nasz zaktad.

Trzeci btad — nazywany btgdem koniunkcji — jest rowniez pogwalce-
niem prawa wyplywajacego nie z obserwacji czy wiedzy na temat
Swiata, ale bedacego konsekwencja aksjomatow rzadzacych pojeciem
prawdopodobienstwa. Dla dowolnych zdarzen A 1 B mamy bowiem:
P(A 1 B) < P(A), a wigc nigdy nie bedzie tak, ze koniunkcja dwoch zdan
odnosi si¢ do zdarzenia bardziej prawdopodobnego niz jedno z tych
zdan. Najbardziej znany przyktad tego btedu opisat Kahneman i Tveski
([Tversky, Kahneman 1971)), przedstawiajgc wyniki zaprojektowanego
przez siebie eksperymentu. Badanym (studentom i doktorantom) przed-
stawiono nastepujacy problem:

Linda ma 31 lat, jest otwartq, inteligentng, i niezamezing
kobietq. Ukonczyla filozofige. Jako studentka poswiecala duzo
czasu problemom sprawiedliwosci spotecznej i dyskryminacji,
uczestniczyta tez w demonstracjach antynuklearnych.

Na tej podstawie mieli oni odpowiedzie¢ na pytanie, co jest bardziej
prawdopodobne:
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H1. Linda pracuje w banku;

H2. Linda pracuje w banku i jest aktywnq dziataczkq ruchu
feministycznego.

85% badanych wybrato jako bardziej prawdopodobng odpowiedz
H2. Poniewaz H2 ma posta¢ koniunkcji hipotezy H1 i zdania, ze Linda
jest aktywna dziataczka ruchu feministycznego, jest to wlasnie przypa-
dek btedu koniunkcji.

Czwarty blad jest zwigzany z nieprzestrzeganiem zasady warunko-
wania. Nalezy przy tym zwrdci¢ uwage, ze sama ta zasada nie wynika
bezposrednio z aksjomatéw rachunku prawdopobienstwa, ktore dotycza
jedynie okreslonej funkcji prawdopobienstwa a nie zmiany jednej funk-
cji na inng (z Pstare NA Pnowe) W 0bliczu uzyskanych informacji. Koniecz-
no$¢ jej stosowania uzasadnia si¢ za pomoca tzw. diachronicznego ar-
gumentu Dutch Book (por. np. [Lewis 1999]). Pokazuje on, ze w okre-
Slonych okoliczno$ciach przyjecie serii zakltadow i nie modyfikowanie
odpowiednio funkcji prawdopobienstwa w oparciu o uzyskiwang wie-
dze, prowadzi do straty materialnej.

Na szczego6lng uwage zastuguja tu dwa typy pogwalcenia tej zasady:
btad gracza (gambler fallacy) i btad goracej reki (hot hand fallacy).

Pierwszy z nich polega na tym, ze zdarzenia niezalezne A 1 B
traktuje si¢ tak, jakby istnial miedzy nimi jaki§ zwiazek, a wigc jakby
wiedza o tym, ze zaszto zdarzenie A zmieniata prawdopodobienstwo
zdarzenia B. Innymi stowy, chociaz faktycznie zawsze dla zdarzen
niezaleznych A 1 B mamy:

P(A|B) = P(A)

uwaza sig¢, ze

Pstare(A) < Prowe(A),

co stoi w sprzecznosci z tym, ze w tym wypadku:

Pnowe(A) = Pstare(A | B) = Pstare(A)-

Dobrym przyktadem ilustrujagcym ten btad jest zachowanie graczy
przy grze w ruletk¢. Maja oni tendencj¢ po tym, jak kilka razy z rzgdu
wypadato czerwone pole, obstawia¢ w kolejnym rzucie czarne pole (po
serii rzutéw czerwonych dlugosci 6, robito tak ponad 80% graczy — por.
[Croson, Sundali 2005]). Kolejny rzut kulkg jest jednak niezalezny od
poprzednich, a wigc wlasciwie zastosowana zasada warunkowania nie
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pozwala ocenia¢ wypadnigcia czarnego pola jako bardziej prawdopo-
dobnego niz wczesniej (zanim wypadto pod rzad kilka pol czerwonych).

Blad goracej reki ma charakter w pewnym sensie odwrotny. Row-
niez dotyczy on zdarzen niezaleznych A i B, ale tym razem po informa-
cji, ze zaszto B, zdarzenie A traktuje si¢ jako mniej prawdopodobne,
a wiec stwierdza sig, ze

Pstare(A) > Pnowe(A),

mimo, iz

Pnowe(A) = Pstare(A ‘ B) = Pstare(A)-

Zwykle jako przyklad tego btedu podaje si¢ zachowanie komentato-
réw sportowych i trenerow koszykéwki. Chociaz statystycznie dobrzy
gracze zdobywaja mniej wigcej tyle samo punktow w kazdym meczu,
graczowi, ktoremu udato si¢ w danym spotkaniu trafi¢ do kosza kilka
razy z rzedu przypisuje si¢ mniejszg szanse, ze spudtuje przy kolejnym
rzucie (i np. wyznacza si¢ go do rzutow wolnych). Faktycznie jednak, te
szanse si¢ nie zmieniaja.

Bledy pojawiajace si¢ w obszarze pierwszym dziatania funkcji
prawdopodobienstwa sa odpowiednikami bledéw formalnych, ktére po-
wstajg, gdy staramy si¢ wnioskowaé¢ dedukcyjnie. Podobnie jak tam,
uzyskany wniosek wcale nie musi by¢ fatszywy. Jego wada polega na
tym, ze nie wynika z przestanek — przypisanie zdarzeniu okreslonego
prawdopodobienstwo nie wynika z wczesniejszych zatozen (lub w nie-
ktorych przypadkach jest z nim po prostu sprzeczne). Warto zwroci¢
uwagg, ze taka charakterystyka dotyczy wskazanych wyzej btgdow gra-
cza 1 gorgcej reki jedynie przy zatozeniu, ze zdarzenia A 1 B sg faktycz-
nie niezalezne i1 ze osoba wnioskujaca zdaje sobie z tego sprawe. Tylko
wtedy bowiem mozna twierdzi¢, ze zachowuje si¢ nieracjonalnie. Jesli
natomiast uwaza, ze np. to, iz w danym rzucie wypadito czerwone
wpltywa jako$ (np. przyczynowo-skutkowo) na wynik kolejnego rzutu,
popehnia si¢ wylacznie pewnego rodzaju btad materialny — przypisuje
danym zdarzeniom (do ktorych odwoluje si¢ w przestankach rozumowa-
nia) prawdopodobienstwa inne niz majg one faktycznie.

Taka obserwacja prowadzi nas naturalnie do charakterystyki btedow
pojawiajacych si¢, gdy mowimy o zdarzeniach nalezacych do drugiego
wyrdznionego wyzej obszaru, czyli takich, ktorym prawdopodobienstwo
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mozna przypisa¢ zardOwno w interpretacji czestosciowej jak i subiekty-
wistycznej. Najogolniej powstajace tu bledy albo majg charakter for-
malny (czyli sa takie, jak omowione dla obszaru pierwszego) albo pole-
gaja na rozbieznosci w wartosciach funkcji Psub | Pesest. Sa wigce to bledy
materialne bo zaktadamy, ze jesli juz jakiemus$ zdarzeniu udato si¢ przy-
pisa¢ prawdopodobienstwo w sensie czesto§ciowym, to jest to przypisa-
nie zgodne z prawda® i co wiecej, ze intencja podmiotu formutujacego
tezy na temat wartoéci funkcji Psu jest bycie tej prawdy jak najblize;®.
W tym obszarze mozna wyrdzni¢ dwa zasadnicze typy tego rodzaju ble-
dow: bledy zwigzane ze zl3 oceng prawdopodobienstwa (niezgodnosé
z danymi empirycznymi) i bledy zwigzane ze ztg interpretacja danych
empirycznych. Wsrod najczesciej spotykanych bltedow tego pierwszego
typu wyrdznia sig:

5. Zawyzanie prawdopodobienstw zdarzen obiektywnie
rzadkich ale z jaki§ powodow wyrdznionych (np. zawyzanie
prawdopodobienstwa globalnej katastrofy, zawyzanie przekona-
nia, ze pewne objawy $wiadcza o — obiektywnie niezbyt czgstej
— chorobie);

6. Zanizanie prawdopodobienstwa zdarzen bardzo czestych
(np. zanizenia prawdopodobienstwa wypadku samochodowego
w stosunku do prawdopodobienstwa katastrofy samolotowej);

7. Bledne identyfikowanie zdarzen probabilistycznie
niezaleznych jako probabilistycznie zaleznych.

5 Oczywiscie takie zatozenie mozna podwaza¢. Zwolennicy subiektywnej interpretacji poje-
cia prawdopodobienstwa twierdza, ze czg¢sto przypisanie danemu zdarzeniu prawdopobienstwa
czestoSciowego oparte jest na pewnych arbitralnych ustaleniach — np. wskazaniu grupy odnie-
sienia, ktora stanowi podstawe do obliczen. Jak np. ocenia¢ prawdopobiefstwa, ze dana osoba
zapadnie na pewna chorobg? Czy grupg odniesienia stanowia dla niej osoby o tej samej plci, czy
nalezace do pewnego przedziatu wiekowego, czy tez narazone na dziatanie okreslonych czynni-
kéw? Dyskusja na temat tych kontrowersji wykracza jednak poza ramy niniejszej pracy.

6 Mozna uwazaé, ze jesli kto$ przypisuje funkcji Psub pewne warto$ci, to jego intencja jest
danie wyrazu swoim nadziejom, dazeniom czy $§wiadomie irracjonalnym przekonaniom, ale
w takim wypadku niema sensu zastanawia¢ si¢ nad tym, jak nalezy ocenia¢ wnioskowania,
w ktorych tak interpretowane pojecie subiektywnego prawdopodobienstwa si¢ pojawia. Nie da
si¢ bowiem zastosowac¢ do nich kategorii bt¢du materialnego.
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Powyzsze trzy typy bledow przypominajg swoim charakterem ztu-
dzenia — chociaz stan faktyczny jest okreslony (np. wiadomo, jaka jest
czestos$¢ katastrof lotniczych czy wystepowania danej choroby w popu-
lacji), z r6znych powodéw mamy problemy z ,,dostrzezeniem” tych da-
nych. Dobrym przyktadem jest opisane przez Kahnemana i Tverskiego
badanie (por.np. [Kahneman, Tversky 1996]), w ktérym prosi on uczest-
nikdéw eksperymentu o okreslenie, jakich wyrazoéw jest w jezyku angiel-
skim wigcej: takich, ktore zaczynaja si¢ na liter¢ Kk, czy takich, gdzie
litera k wystgpuje na trzecim miejsc. Pytanie Kahnemana dotyczyto wigc
tego, jaki jest stosunek miedzy Pces(K na poczatku wyrazu)
I Pesest(K na trzecim miejscu w wyrazie). Zdecydowana wigkszo$¢ uznata,
ze wiecej jest takich wyrazow, ktore zaczynajg si¢ na litere K, a wigc data
wyraz temu, ze:

Psub(k na poczatku wyrazu) > Psup(k na trzecim miejscu w wyra-
zie).

Stan faktyczny jest jednak odwrotny:

Pezest(K na poczatku wyrazu) < Pees(K Na trzecim miejscu w wy-
razie),

przy czym oczywiscie teza sformutowana w pierwszej nierownosci —
i bedaca wyrazem subiektywnych przekonan — miata w oczach badanych
walor obiektywny. Wedlug nich dotyczy bowiem tego, jaka jest faktycz-
nie wzgledna czesto$¢ stow o podanych wlasnosciach. Mamy wiec do
czynienia z jawnym btedem, a nie np. z wyrazem pewnej postawy emo-
cjonalnej. Btad ten bierze si¢ wedlug Kahnemana stad, ze przy ocenie
powyzszych prawdopodobiefistw zastosowana zostata heurystyka do-
stepnosci: uznajemy to, co tatwiej przychodzi nam do glowy (a taka
przewage maja stowa zaczynajace si¢ na k, wobec stow, w ktorych k
wystepuje na trzecim miejscu) za cos$, co obiektywnie wystepuje czg-
Sciej.

Ogolnie mozna stwierdzi¢, ze wlasciwe przypisanie zdarzeniom
prawdopodobienstw (tzn. uzyskanie tego, ze Psup = Pczest) utrudniajg
nam rézne czynniki:

o nacechowanie emocjonalne pewnych zdarzen,
° spektakularno$¢ zdarzen,
o fatwa dostgpnos¢ zdarzen.
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W przypadku biedu siodmego, dotyczacego zdarzen niezaleznych,
wchodzi w gre rdwniez potrzeba tworzenia spdjnego obrazu $wiata,
w ktorym wszystkie zdarzenia sg ze sobg jako$ powigzane (np. uznajemy
istnienie zwigzku migdzy tym, ze czarny kot przebiegt nam droge i tym,
ze spotkato nas jakie$ niepowodzenie). Przypisujemy ruletce czy kostce
do gry ,,pamig¢”, ktora sklania je do réznicowania wyrzucanych wyni-
kow (tak, aby robity one wrazenie rzeczywiscie losowe) 1 doszukujemy
si¢ zwigzku migdzy zdarzeniami, ktore zadnego zwigzku realnie nie wy-
kazuja. Dobrym przyktadem jest tu argument, jakim postuzyli si¢ przed-
stawiciele brytyjskiego Krolewskiego Towarzystwa Statystycznego
(Royal Statistical Society), oceniajac, czy wypadki $mierci w wyniku
tzw. Zespolu Naglej Smierci Lozeczkowej (SIDS) w jednej rodzinie sa
zdarzeniami niezaleznymi (zajmujac tym samym stanowisko w glosnym
procesie R vs Collins — por. np. [Sesardic (2007)]). Mimo, ze w wyniku
badan klinicznych nie udato si¢ ustali¢ miedzy nimi zadnej korelacji,
twierdzili oni, Ze ,,istniejg bardzo mocne argumenty a priori, ze zatoze-
nie [o braku takiego zwiazku] jest falszywe. Moga przeciez istnie¢ ge-
netyczne lub srodowiskowe uwarunkowania, ktore predysponujg pewne
rodziny do wystgpowania w nich przypadkow SID, a wigc, ze drugi
przypadek takiej $mierci bedzie bardziej prawdopodobny”’. Jedynym
argumentem a priori, na jaki mozna si¢ tu powota¢ jest jednak to, ze
postulujemy istnienie w rzeczywistosci $cistych zalezno$ci miedzy fak-
tami, pomimo, iz realnie nic na to nie wskazuje.

Wsrod btedow dotyczacych interpretacji danych warto wskazac
na:
8. Bfedne utozsamianie P(A | B)zP(B ‘A);
9. Niewykorzystywanie przy obliczaniu prawdopodobien-
stwa a posteriori danej hipotezy informacji dotyczacej jej praw-
dopobienstwa a priori.

7 «[...] there are very strong a priori reasons for supposing that the assumption will be
false. There may well be unknown genetic or environmental factors that predispose families to
SIDS, so that a second case within the family becomes much more likely.” (cytat za [Sesardic
2007]).
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Blad 6smy nazywa si¢ tez sofizmatem prokuratora (prosecutor’s
fallacy), poniewaz zdarza si¢, ze na utozsamieniu warto§ci dwoch od-
wrotnych prawdopodobienstw warunkowych opiera si¢ argumentacja
majaca $wiadczy¢ o winie oskarzonego (por. np. [Koehler 1997]). Roz-
wazmy prostg ilustracje¢ takiego btedu. Niech M oznacza, ze na miejscu
zbrodni znaleziono materiat genetyczny nalezacy do zabojcy i test DNA
wykazat, ze jest on zgodny z materiatem genetycznym oskarzonego, a W
— ze oskarzony jest faktycznie zabojcg. EKspert — w oparciu o dane staty-
styczne — przekazuje prokuratorowi informacje¢, zgodnie z ktora prawdo-
podobienstwo, ze jakas$ inna osoba niz oskarzony be¢dzie miata doktadnie
takie same wyniki testu genetycznego (a wigc, ze morderstwa dokonat
kto$ inny i nasz oskarzony jest niewinny) jest bardzo mate — czyli podaje
warto$¢ P(M ‘ nie-W). Jest to innymi stowy prawdopodobienstwo, ze
jaka$ inna osoba zostanie przez ten test rowniez zidentyfikowana jako
sprawca zbrodni®. Zat6zmy, ze wynosi ono 1/1 000 000. Na tej podsta-
wie prokurator stwierdza, ze prawdopodobienstwo, iz oskarzony jest
niewinny wynosi witasnie 1/1 000 000. Prawdopodobienstwo tego, ze
oskarzony jest niewinny w sytuacji, gdy test zidentyfikowat jego mate-
rial genetyczny na miejscu zbrodni, to wartos¢ P(nie-W/M). Prokurator
dokonuje wigc utozsamienia Peyest(M | nie-W) z Psun(nie-W|M), a jedno-
cze$nie — traktujac swoje uzasadnienie oskarzenia jako prawde obiek-
tywng — przyjmuje, ze Psup(nie-W|M) = P esi(nie-W|M). W efekcie wige
otrzymuje

Pezest(M[nie-W) = Peese(nie-W|M)

Jest to wniosek, do ktorego nie jest uprawniony, poniewaz
wprawdzie wielkosci Pezest(M | nie-W) z Pcyesi(nie-W/M) sa ze sobg w
pewien sposob powigzane (moéwi o tym wzor Bayesa®), ale na pewno nie
sa po prostu identyczne.

Btad dziewiaty nazywa si¢ tez bledem ,,pominigcia bazy” (base rate
fallacy). Najczesciej ilustruje si¢ go przykladami medycznymi, w
ktorych btednie interpretuje si¢ pozytywne wynikow testow na dang
chorobe, wylacznie na podstawie informacji o czutosci zastosowanego

8 Na te wielko$¢ sktadajg sic dwie rzeczy: skuteczno$¢ testu (nigdy nie jest on doskonaty) i
teoretyczna mozliwos¢ istnienia dwoch roznych 0séb o identycznym materiale genetycznym.
9 Wypadku mozna je zapisa¢ jako: P(M | nie-W)/P(nie-W | M) = (P(M)/P(nie-W).
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testu (por. np. [Gigerenzer, Hoffrage, Ebert 2000], [Koehler 1996]). My
rozwazymy inny przyktad — tzw. problem rolnikow i bibliotekarzy.
Badanym Amerykanom przedstawiono nastepujacy opis:

Steve jest bardzo niesmialy i wycofany. Zawsze jest chetny do
pomocy, ale nie interesuje si¢ zbytnio ludzmi ani rzeczywistosciq. Jest
cztowiekiem porzqdnym i skrupulatnym, ma potrzebe porzqdku i jasno
okreslonej struktury. Jest bardzo dbaly o szczegdty.*°

Uczestnicy eksperymentu mieli rozstrzygnaé, czy Steve jest bibliote-
karzem czy rolnikiem. Prawie wszyscy uznali go za bibliotekarza, zu-
pelnie nie biorgc pod uwage tego, ze w USA rolnikow jest ponad 20 razy
wiecej niz bibliotekarzy (a wigc informacja dotyczaca prawdopodobien-
stwa, ze ktos$ jest rolnikiem jest catkowicie zignorowana).

W danej sytuacji opis Stevea jest bardzo reprezentatywny — mozemy
subiektywnie oceni¢, ze prawdopodobienstwo tego, ze bibliotekarz be-
dzie miatl wyliczone cechy jest wielokrotnie wieksze niz to, ze takie ce-
chy bedzie miat rolnik. Przyjmijmy (subiektywnie), ze dziesigciokrotnie.
Jesli przez E oznaczymy zdarzenie polegajace na tym, ze dana osoba ma
cechy wyroznione w opisie, przez R, ze jest rolnikiem, a przez B — ze
jest bibliotekarzem, to symbolicznie ustalenia te maja nastgpujaca po-
stac:

Psu(E | B)/ Psun(E |R) = 10

Na tej podstawie mamy obliczy¢, co jest bardziej prawdopodobne —
to ze Steve jest rolnikiem czy, zZe jest bibliotekarzem, co sprowadza si¢
do podania wartoS$ci

Pcze;st(B ‘ E)/ Pcze;st(R ‘ E)

Zastosowanie wzoru Bayesa wymaga znajomosci wartosci P(R)
1 P(B), a wlasciwie ustalenia, ktéra z tych hipotez jest bardziej prawdo-
podobna a priori. Wiemy, ze rolnikow jest przynajmniej 20 razy wigcej
niz bibliotekarzy, a wiec

Pezest (R) Peest(B) = 20.

Podstawiajac otrzymujemy:

Pesest(B | E)/ Pesesi(R| E) = (Psub(E | B) Peses(B))/( Psun(E | R) Peres(R)) =
10/20 =",

10 Przyktad pochodzi z ksigzki [Kahneman 2011].
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co oznacza, ze nawet przy zatozeniu tak duzej reprezentatywnosci
informacji E, nadal — w oparciu o nig — trzeba uznaé, ze bycie rolnikiem
jest dwukrotnie bardziej prawdopodobne niz bycie bibliotekarzem.
Oczywiscie mozemy si¢ teraz zastanowiC, CZy nasze zalozenie jest
trafne, tzn. czy

Psub(E ‘ B)/ Psub (E ‘ R) = Pcze;st(E | B)/ Pcze;st(E | R)

Proste obliczenia pokazuja, ze nawet jesli pomyliliSmy si¢, dwukrot-
nie zanizajgc obiektywng reprezentatywnos$¢ informacji E, nadal nie
mozna z calg pewnoécig uzna¢ Stevea za bibliotekarza®l.

Z kolei w trzecim wyr6znionym obszarze dziatania funkcji
prawdopodobienstwa — tzn. tam, gdzie funkcja Pt jest okreslona tylko
czesciowo (np. dla prawdopodobienstw warunkowych) - pojawia si¢
btad formalny bardzo szczegdlnego rodzaju:

10. Wnioskowanie zgodnie ze schematem, bedacym rozszerzeniem
dedukcyjnego schematu tollendo tollens'? na sytuacje niepetnej
informacji.

Whioskowanie takie przebiega nast¢pujaco:

Przestanki:
Jesli zaszto A, to jest bardzo mato prawdopodobne, ze zajdzie

B;

Zaszto B.

Whniosek: Jest bardzo mato prawdopodobne, Ze zajdzie A.
co formalnie mozemy zapisac jako:

Przestanki:

P(B|A) jest bliskie O;

Zaszto B.

11 Jesli np. uznamy, ze tylko 5% rolnikow spetnia charakterystyke E i zarazem spetnia ja
100% bibliotekarzy, to wynikatoby stad, ze P(B|E)/P(R|E) = 1, a wiec P(B|E) = P(R|E) -
czyli z takim samym prawdopodobienstwem nalezatoby uzna¢ Stevena za bibliotekarza i za
rolnika.

12 Schemat modus tollendo tollens ma postaé:

Przestanki: Jesli zaszlo A, to nie zajdzie B; Zaszlo B.

Whniosek: Nie zajdzie A.
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Whniosek: P(A) jest bliskie 0.

Takie wnioskowania do$¢ czesto stosuje si¢ w statystyce — opiera si¢
na nim tzw. metoda testu hipotezy zerowej (por. Wojtowicz 2014]). Jest
ono charakterystyczne dla sytuacji, gdzie znamy obiektywne prawdopo-
dobienstwo Pces(B | A) — czyli prawdopodobienstwo tego, ze jesli praw-
dziwa jest pewna hipoteza prosta A, to przeprowadzany eksperyment da
wynik B, i1 faktycznie przeprowadzony eksperyment dal wynik B. Nie
znamy natomiast apriorycznego prawdopodobienstwa hipotezy A (funk-
Cja Pcxst nie jest okreslona dla A), a wigc nie mozemy zastosowac
wzoru Bayesa. Zwykle do powyzszego schematu dodaje si¢ pewne ar-
bitralne zaostrzenia: jesli P(B | A) jest mniejsze niz tzw. poziom istotno-
$ci, ustalany zwyczajowo na 0,05, to przyjmuje si¢ we wniosku, ze hi-
poteza A jest po prostu falszywa. Stosuje si¢ wiec schemat:

Przestanki:

P(B|A) <0,05;

Zaszto B.

Whniosek: A jest falszywe.

Ciekawe jest to, ze takie rozumowanie z jednej strony jest uznawane
po prostu za btad, a z drugiej — jest bardzo czgsto wykorzystywane
w statystyce (por. np. [Gigerenzer, Krauss,Vitouch 2004],[Nickerson
2000]). Thumaczy si¢ to tym, ze zwolennicy czgsto$ciowej interpretacji
prawdopodobienstwa moga, za pomoca tej obiektywnie nieuprawnionej
metody, wyj$¢ poza ograniczenia, jakim podlega funkcja Pesest — rozsze-
rzajac jej dziedzing (w tym wypadku na zdarzenie A). Dzigki temu
z jednej strony wydaja si¢ zachowywa¢ walor obiektywnosci —
statystycy beda bowiem twierdzi¢, Zze na podstawie powyzszego
rozumowania mozna stwierdzi€, ze Pcres(A) jest roéwne (badz
dostatecznie bliskie) zeru — a z drugiej unikaja zarzutu, ze pojecie
prawdopodobienstwa  interpretowane  czg¢stoSciowo ~ma  bardzo
ograniczony, niepraktyczny zasieg.

Podsumowanie
Przedstawione wyliczenie dzieli btedy popelniane we wnioskowa-
niach angazujacych jako$ pojecie prawdopobienstwa ze wzgledu na to,



Zwiqgzek miedzy przyjetq interpretacjq pojecia prawdopodobienstwa a... 301

jakiego typu zdarzeniom przypisujemy prawdopodobienstwo. W ob.-
szarze pierwszym wyliczyliSmy najczestsze bledy, ktore — przez analo-
gie do klasyfikacji przeprowadzanych dla rozumowan dedukcyjnych —
mozemy nazwaé formalnymi. Jesli dane rozumowanie takiego btgdu nie
zawiera mozna je — z perspektywy interpretacji subiektywistycznej —
uzna¢ za w pelni racjonalne. Zwréémy jednak uwage, ze z punktu
widzenia czgstosciowej interpretacji prawdopodobienstwa kazde wnio-
skowanie, ktore opiera si¢ wylacznie na wartoSciach funkcji Psup jest
pozbawione sensu (jego przestankom nie mozna bowiem przypisaé
obiektywnej wartosci logicznej), nawet jesli formalny btad w nim nie
wystepuje. Z drugiej strony ograniczenie przestrzeni rozwazan, na ktorg
z definicji narazeni sg zwolennicy czesto$ciowej interpretacji, sktania do
naduzy¢. Mozna powiedzie¢, ze jest to problem, z ktorym boryka sie¢
cata statystyka jako nauka: jak na podstawie danej probki (wyniku pew-
nego badania statystycznego) wyprowadzi¢ wniosek na temat wtasno$ci
catej populacji. Istnieje silna pokusa, aby w tym celu postuzy¢ si¢ np.
testem hipotezy zerowej — na podstawie dostgpnej wiedzy na temat
Pezest(B | A) wyprowadzi¢ wniosek na temat Pcsesi(A). Przez dhugi czas
taki schemat rozumowania byt wykorzystywany jako jedno z podstawo-
wych narzedzi w badaniach psychologicznych i medycznych. Jest to
jednak po prostu btad o charakterze formalnym i1 wspotczesnie uzyskane
na jego podstawie wyniki nie sg uznawane za wiarygodne (por. np. [We-
stover, Westover, Bianchi 2011)]). W $wiecie, w ktorym mamy do czy-
nienia z niepelng informacja skazani zatem jesteSmy na balansowanie
miedzy rozumowaniami wewngtrznie spojnymi ale opartymi na prze-
stankach, ktorym mozna przypisa¢ tylko subiektywna prawdziwos¢ i
rozumowaniami bazujacymi na mocnych, obiektywnych przestankach
ale przebiegajacymi wedlug nieuprawnionych schematéw. W efekcie
trudno jest zachowac si¢ w pelni racjonalnie...



302 Anna Wojtowicz

BIBLIOGRAFIA

D. Christensen, (1991): Clever Bookies and Coherent Beliefs. “The
Philosophical Review”, 2, s. 229-247.

D. Christensen, (1996): Dutch Book Arguments Depragmatized:
Epistemic Consistency for Partial Believers. “The Journal of
Philosophy ”, s. 450-479.

D. Christensen, (2001): Preference Based Arguments for
Probabilism’. “Philosophy of Science” 68 (3), s. 356-376.

R. Croson, J. Sundali (2005): The Gambler’s Fallacy and the Hot
Hand: Empirical Data from a Csinos. “The Journal of Risk and
Uncertainty”, 30(3), s. 195-2009.

G. Gigerenzer, U. Hoffrage, A. Ebert (1998): “AIDS counseling for
low-risk clients”, AIDS Care, 10, s. 197-211.

G. Gigerenzer, S. Krauss, O.Vitouch (2004): The Null Ritual. What
You Always Wanted to Know About Significance Testing but Were
Afraid to Ask, w: D. Kaplan (red.): “The Sage handbook of quantitative
methodology for the social sciences”. Thousand Oaks, CA: Sage, s. 391
408.

J. M. Joyce (1998): A Nonpragmatic Vindication of Probabilism.
“Philosophy of Science”, 65, s. 575-603.

D. Kahneman, A. Tversky, (1971): Belief in the Law of Small
Numbers. “Psychological Bulletin” 76(2), s. 105-110.

D. Kahneman, A. Tversky (1996): On the reality of cognitive
illusions. “Psychological Review”, 103, s. 582-591.

D. Kahneman (2011): Pufapki myslenia, Media Rodzina, Poznan
2011

J. Koehler (1996): The Base Rate Fallacy Reconsidered. Descriptive,
Normative, and Methodological Challenges. “Behavioral and Brain
Sciences” 19(1), s. 1-53.

J. J. Koehler (1997): One in millions, billions and trillions: lessons
from People v. Collins (1968) for People v. Simpson (1995) “Journal of
Legal Education” 47, , s. 214-223.

D. Lewis (1999): Papers in Metaphysics and Epistemology.
Cambridge: Cambridge University Press.


http://www.mccombs.utexas.edu/faculty/jonathan.koehler/articles/1997_JLE.pdf
http://www.mccombs.utexas.edu/faculty/jonathan.koehler/articles/1997_JLE.pdf

Zwiqgzek miedzy przyjetq interpretacjq pojecia prawdopodobienstwa a... 303

R. S. Nickerson (2000): Null Hypothesis Significance Testing:
A Review of an OIld and Continuing Controversy. “Psychological
Methods”, 5 (2), s. 241-301.

N. Sesardic (2007): Sudden Infant Death or Murder? A Royal
Confusion About Probabilities. “British Journal for the Philosophy of
Science”, 58 (2), s. 299-329, doi:10.1093/bjps/axm015.

M. B. Westover, K. D. Westover, M. T. Bianchi (2011): Significance
testing as perverse probabilistic reasoning. “BMC Medicine”, 2, s. 9-20,
doi:10.1186/1741-7015. 9-20.

A. Wojtowicz (2014): Falsyfikacjonizm a test hipotezy zerowej.
,Przeglad Filozoficzny Nowa Seria”, 92, , s. 87-103.

W. Zatuski (2008): Skfonnosciowa interpretacja prawdopodobien-
stwa. ,,Biblos”.



http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/21356064
http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pubmed/21356064
http://en.wikipedia.org/wiki/BMC_Medicine
http://en.wikipedia.org/wiki/Digital_object_identifier
http://dx.doi.org/10.1186%2F1741-7015-9-20

