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NAUCZANIE O KWANTYFIKATORACH

Poznanie pojecia kwantyfikatora jest uwazane za istotny element
edukacji filozoficznej. Czy stusznie?

W XIX wieku wprowadzone zostaly kwantyfikatory i zapoczatko-
wane zostaty rachunki logiczne operujace kwantyfikatorami i predyka-
tami, czy raczej zmiennymi predykatowymi. Jakies sto lat temu stalo si¢
wiadome nawet poza grupa logikdw, ze te rachunki stanowig znaczne
wzmocnienie zarowno sylogistyki jak i rachunku zdan, ktérego nowo-
czesne ujecie pojawilo si¢ zreszta mniej wigcej w tym samym czasie.
Nie jest wigc niczym dziwnym, ze zaczeto uczy¢ o kwantyfikatorach
matematykow 1 filozoféw, a potem tez informatykow 1 innych. Standar-
dowe ujecia budzg jednak watpliwosci, ktorych nauczyciele logiki raczej
nie rozwazaja, a najczesciej zapewne nie do konca je sobie uswiada-
miaj3.

Ponizej omawiam dwa problemy wylaniajace si¢ przy uzywaniu ra-
chunku kwantyfikatorow: jak wskaza¢ zakres kwantyfikatora oraz jakie
kwantyfikatory bra¢ pod uwage. Pierwszy z tych problemow dotyczy
podstawowych kwantyfikatorow, o ktorych uczymy, czyli kwantyfika-
tora ogolnego i egzystencjalnego, V oraz 3. Drugi problem dotyczy tego,
dlaczego akurat te kwantyfikatory sa wyr6znione.

Poruszg jeszcze trzeci problem. Wypada bowiem przy okazji zapytac
wprost, czy warto uczy¢ studentdow o kwantyfikatorach. Wymienienie
kilku prostych tautologii w minimalnym tylko stopniu unaocznia war-
tos¢ pojecia kwantyfikatora ogdlnego czy egzystencjalnego. Warto
wskazag, jaki zysk moze wynie$¢ zwyktly student z nauki o kwantyfika-
torach. Jak nalezy o nich uczy¢?

1. Zakres i relatywizacja. Nieraz formutlujemy zdania ogdlne w ro-
dzaju ,Kazdy pies szczeka”, ,,Kazdy szczekajacy pies denerwuje
wszystkich sasiadow”, ,,Wszystkie dobre pomysty przyszty mi do
glowy w czasie spaceru z moim psem”. Zapis formy tych zdan w ra-
chunku kwantyfikatorow, czyli predykatow (a logicy uzywaja tez cza-
sem terminu ,rachunek funkcyjny”), zaczyna si¢ od kwantyfikatora
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(VX). Do czego odnosi si¢ zmienna X? Jesli i$¢ za jednym z gldéwnych
,0jcOW”” rachunku kwantyfikatorow, czyli Fregem, to ta zmienna odnosi
si¢ do wszelkich w ogdle rzeczy. Jest to sensowne na gruncie jego kon-
cepcji, ale razace dla wigkszos$ci z nas. Nie myslimy bowiem o §wiecie
jako o ogole wszystkich rzeczy, wsrdd ktérych sg na rowni m. in. po-
szczegOlne psy, ludzie, pomysty, ktére moga mi przyj$¢ do glowy itd.
Zreszta wypowiadajac wskazane powyzej zdania, w ogole nie chcemy
mowi¢ o wszelkich w ogole rzeczach, czymkolwiek sg owe ,,rzeczy”.
Poniewaz chodzi nam nie o cokolwiek, ale o psy (wzglednie ludzi lub
pomysty), musimy to jako$§ zaznaczy¢. Jak? Nie jest to wcale jedno-
znacznie okreslone. Mamy co najmniej trzy mozliwo$ci. Pierwsza to
staranne zaznaczanie, o jaki obiekt chodzi:

(VX) [P(X) — ...], gdzie P(x) to skrot zapisu ,,X jest psem”.

Druga to uznanie, ze tak naprawde nie chodzi o kwantyfikator po
prostu, ale kwantyfikator ograniczony, czyli

(VX)P() ..., gdzie P(x) to znowu skroét zapisu ,,X jest psem”.

Trzecia mozliwo$¢ to uznanie, ze w naszym kontek$cie zmienna X
oznacza psa, czyli mowigc bardziej technicznie, ze zakresem jej zmien-
nosci jest zbidr pséw. Jesli chcemy mowi¢ w jednym kontekscie 1 o
psach, 1 o pomystach, to musimy wprowadzi¢ rézne rodzaje (czyli sorty)
zmiennych, np. X to psy, a to pomysty. To ustalenie jest czynione poza
formuta, jest potrzebne jako zalozenie wstepne, niezbgdne, by wlasciwie
odczyta¢ formulg. Pojawia si¢ zatem w sposdb naturalny jezyk wielo-
sortowy.

Zwroémy uwage na to, ze w zwyklych wyktadach logiki nie anali-
zuje si¢ tej sytuacji, a przyjmuje si¢ — cho¢ niezbyt konsekwentnie —
pierwsza metode, czasem dla zwigzlos$ci uzywajac trzeciej lub drugie;j.
Chyba zaktada si¢, ze rzecz bedzie jasna. Tymczasem nie jest. Moze tez
by¢ mylaca.

Czy wspomniane trzy metody sg formalnie rownowazne? Wydawa-
toby sig¢, ze w zasadzie tak, bo moéwimy o tym samym, tylko w nieco
inny sposob. Jednakze rownowaznos$¢ nie jest pelna. Wyr6zniajac bo-
wiem osobny sort zmiennych, zaktadamy zwykle, Ze ich zakres zmien-
nosci nie jest pusty. Jest to analogiczne do zatozenia (ktére pomijajg tak
zwane logiki wolne), Zze uniwersum jest niepuste. Natomiast predykat P
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nie podlega zatozeniu, ze jest z konieczno$ci niepusty. Co wiecej, nawet
dwie pierwsze metody nie s3 w pelni réwnowazne ze zblizonych powo-
dow (co wskazalem w [2005]). Cho¢ bowiem dobrze znane sg formalne,
czy nawet definicyjne, rtOwnowazno$ci
(¥X)cw AKX) = (VX)(C(X) = AKX)), (Fx)cr AX) = (@X)(C(X) A A(X)),

to jednak pewien problem pojawia si¢ na przyktad, gdy chcemy prze-
ksztatca¢ rownowaznosciowo formuty rachunku kwantyfikatorow. Moze
to by¢ potrzebne choc¢by po to, by sprowadzi¢ formuly do postaci nor-
malnej. Kwantyfikatory zrelatywizowane traktujemy tak, jak kwantyfi-
katory niezrelatywizowane. Na og6t nic to nie szkodzi, na przyktad
prawa de Morgana obowigzuja:

=(VX)cw AX) = (FX)crn—AK), —(TX)cx AX) = (VX) coo—A(X).

Jednak niektére tautologie nie sg tautologiami po zrelatywizowaniu.
Na przyktad jest tautologia formuta

(VX)(A AB(X)) = A A (YX)B(x), gdy w A nie wystepuje zmienna X,

ale — przy tym samym zalozeniu — nie jest tautologia

(VX)coo(A A B(X)) = A A (VX)cB(X).

Powodem jest to, ze formuta C moze nie by¢ spetniona przez zaden
obiekt, czyli ekstensja C (w rozpatrywanym modelu) moze by¢ pusta.
Wtedy formuta po lewej stronie ostatniej rOwnowazno$ci jest praw-
dziwa, a po prawej to zalezy od A. Rzecz moze wydawac si¢ raczej ba-
nalna, ale zauwazmy jest to analogiczne do znanego problemu dotycza-
cego sylogizméw: jak wiadomo, niektdre tryby sylogistyczne s3 po-
prawne tylko wtedy, gdy przyja¢ niepustos¢ wystepujacych w nich
nazw, ale pelne wyklarowanie tej sytuacji nastgpitlo dopiero w wieku
XIX.

Pelny opis zrelatywizowanych tautologii potrzebnych do sprowadza-
nia do postaci normalnej wyglada nastepujaco (por. Krajewski [2005]).
Pozostaja tautologiami po relatywizacji (oczywiscie zaktadamy, ze w A
nie wystgpuje zmienna X):

(VX)(A v B(x)) = Av (YX)B(X), (VX)(A— B(X)) = A— (VX)B(X),

(3X)(A —> B(x)) = A— (3X)B(X), (3X)(A AB(X)) = A A (3X)B(X),
(Vx)(B(x) > A) = (3x)B(x) —> A.
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Natomiast pozostajg tautologiami tylko wtedy, gdy zatozy¢ niepu-
stos¢ formuty C, do ktorej relatywizujemy, nastepujace formuty:

(VX)(A AB(X)) = AA(YX)B(X), (3X)(A v B(X) = Av (3X)B(X),

FX)(BX) > A) = (VX)B(X) - A.
Innymi slowy sa tautologiami (przy zalozeniu, ze w A nie wystgpuje
zmienna x):

(3X)C(X) = [(VX)cp(A A B(X)) = A A (VX)crB(X)],

(3X)C(X) = [BX)cw(A v B(X)) = A v (Ix)crB(X)],

(FX)CX) = [(@X)cr(B(X) = A) = (VX)cxB(X) > Al.

Warto tez uswiadomié sobie, ze wybor jednej z interpretacji formali-
zmu kwantyfikatorowego jest filozoficznie nieoboje¢tny. W XX wieku
odeszlismy od ontologii, ktora przy§wiecata Fregemu i jego bezposred-
nim nastgpcom. Wedle niej §wiat sktada si¢ z rzeczy i kwantyfikujac
odnosimy si¢ do calego §wiata, czyli do nich wszystkich. To powoduje
ktopot — twierdzit Hintikka [1997] — bo trzeba zidentyfikowa¢ podsta-
wowe obiekty, z ktorych $wiat jest zbudowany. Tymczasem obecnie
praktycznie wszyscy zaktadajg — przypomina Hintikka — Zze za kazdym
razem mamy do czynienia z jakim$§ wycinkiem $wiata, a wlasciwie z
pewnym modelem. Teoriomodelowe podejscie oznacza, ze ,,dla kaz-
dego” znaczy ,,dla kazdego obiektu w domniemanym zakresie”, Ze od-
nosimy si¢ nie tyle do §wiata, co do jednego z wielu mozliwych modeli,
czyli ,,mozliwych §wiatdw.” Stosujemy w zasadzie (uproszczony) for-
malizm Fregego, cho¢ porzuciliSmy jego ontologig.

2. Wielos¢ kwantyfikatorow. Z perspektywy jezyka naturalnego
istnieje wiele kwantyfikatorow, czyli zwrotow okreslajacych liczebnos¢.
Zwroty ,,dla kazdego” czy ,,istnieje chociaz jeden” nie s3 wyrdznione.
Mowimy bowiem rownie czgsto ,,wiele”, ,,wigkszos¢”, ,.kilka”, ,,doktad-
nie dwa”, ,,bardzo duzo”, ,,niektére” (w sensie: pewna nie tak mata li-
czba obiektow), ,,przewazajgca wiekszos¢”, ,,nieskonczenie wiele”, ,,pra-
wie wszystkie”. Oprdocz tego sa okreslenia czasowe, takie jak ,,czasem”,
,»CZesto”, ,,zawsze”, 1 przestrzenne, np. ,,wszedzie”, ,,gdzieniegdzie”,
»prawie nigdzie”. Istniejg tez okreslenia czysto matematyczne w rodzaju
,nieprzeliczalnie wiele” (w sensie technicznym, a nie potocznym), ,,two-
rzace zbior nigdziegesty”, ,,bedace mocy 1X”. Co wigcej, logicy wprowa-
dzili pojecie kwantyfikatora uogolnionego. Odnosi si¢ ono do wszelkich
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struktur relacyjnych z niepustym uniwersum. Wedle Andrzeja Mos-
towskiego [1957] jest to dowolna (jednostajnie zdefiniowana — tak samo
dla kazdego modelu) rodzina zbiorow (tzn. podzbioréw uniwersum
modelu), a wedle Pera Lindstroma [1966] jest to jeszcze ogdlniejsza
konstrukcja: relacja mi¢dzy zbiorami (tzn. podzbiorami uniwersum mo-
delu), a nawet relacjami (na uniwersum modelu). Dla przyktadu: ,,wiecej
niz potowa P jest Q”. Kwantyfikator Henkina [1961], czyli kwantyfika-
tor rozgaleziony ,,dla kazdego X istnieje y, a niezaleznie od tego dla kaz-
dego z istnieje t przy czym...”, jest interpretacja sformutowania uzywa-
nego w jezyku naturalnym, ale ma site wykraczajaca poza logike ele-
mentarng.

Nawet tak zwigzle zarysowany $wiat kwantyfikatorow imponuje
swoim bogactwem. I kaze zapyta¢, czym wiasciwie wyrdzniaja sie
stawetne kwantyfikatory V i 3, co sprawia, ze akurat o nich uczymy.

Oczywiscie niektore ze wspomnianych wyzej kwantyfikatoréw daja
si¢ wyrazi¢ przez te podstawowe. Naleza do nich ,,zawsze”, ,,nigdzie”,
,,€o najmniej 57, ,, doktadnie 3” itd. Ponadto w ramach logiki drugiego
rzedu lub jeszcze wyzszych rzgdow da si¢ zdefiniowaé niektore inne
kwantyfikatory: ,,akurat potowa”, ,,istnieje nieskonczenie wiele”, ,,wigk-
sz0$¢”, kwantyfikator Henkina oraz wspomniane i inne kwantyfikatory
o charakterze matematycznym. Jest zaskakujagcym faktem, ze kwantyfi-
kator ,,istnieje nieprzeliczalnie wiele” da si¢ bardzo prosto rekurencyjnie
zaksjomatyzowac (Keisler [1970]).

Nie sg natomiast definiowalne w logice, cho¢by wyzszych rzedéw,
ani w matematyce kwantyfikatory typu ,kilka”, ,,wiele”, ,,bardzo duzo”.
Powinno by¢ to oczywiste. W zaleznosci od sytuacji te zwroty maja zu-
pelie inne znaczenie numeryczne. Na przyktad powiemy, ze ,bardzo
wiele 0sob w tej sali to analfabeci”, jesli bedzie to dziesie¢ os6b w stuo-
sobowym zgromadzeniu dorostych ludzi w dzisiejszej Polsce. Jesli be-
dzie wsrod nich taka sama liczba okularnikéw, powiemy, ze ,,calkiem
malo 0sob na tej sali to okularnicy”. Ocena liczebnos$ci jest uzalezniona
od naszego wstgpnego wyobrazenia normy. To wyobrazenie jest raczej
subiektywne, a w wielu sytuacjach, w ktérych uzywamy zwrotow
kwantyfikatorowych, musi by¢ subiektywne.
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Probujac formalnie uja¢ kwantyfikator ,,duzo”, musielibySmy wy-
maga¢ ustalenia rodziny zbiorow (podzbioréw uniwersum modelu),
ktora by stuzyla jako zestaw zbioréw, o ktérych mozna powiedzie¢
,»duzo”. Innymi stowy, zdanie (DXx)A(X) jest prawdziwe w danej struk-
turze, o ile zbior {meM: (M,...) |= A[m]} nalezy do wyrdznionej rodziny
R < @ (M). Problem z takim ujgciem polega na tym, ze interpretacja
kwantyfikatora ,,mato” bylaby identyczna... Oczywiscie chodzitoby
o inng rodzing zbioréw, ale samo wyroznienie tej rodziny nie moze by¢
jednostajne, zalezne tylko od modelu, bo jak wida¢ w powyzej przyto-
czonym przykladzie zbior dziesiecioelementowy jest raz w rodzinie
»duze”, a kiedy indziej w rodzinie ,,mate”. Definicja tej rodziny jest za-
lezna od okoliczno$ci 1 intencji, czyli wykracza poza podejscie formalne.
Mowiac inaczej, nie zakltadamy niezmienniczos$ci wzgledem izomorfi-
zmu, czyli matematycznego zalozenia, ktére czynili tworcy matema-
tycznego pojecia kwantyfikatora uogélnionego.

Formalna czy matematyczna definicja nie wystarczy, a mowigc
inaczej, nie wystarczy definicja czysto semantyczna. Potrzebna jest
definicja pragmatyczna, czyli uwzgledniajaca podmiot uzywajacy
danego kwantyfikatora i1 okoliczno$ci jego uzycia. Juz to samo jest
pouczajagce. A studentom pokaze zaréwno sile jak 1 ograniczenia
rachunkéw logicznych.

3. Korzysci z uczenia o najprostszych kwantyfikatorach. Czy
warto wigc uczy¢ studentow o kwantyfikatorach? Uwazam, ze tak, ale
nie jest to oczywiste, jesli zwazy¢, jak si¢ przedstawia rachunek kwanty-
fikatorow w réznych podrgcznikach ,,dla humanistow”. Nie tylko pomija
si¢ istnienie innych kwantyfikatorow niz V i 3, ale i o nich mowi si¢
tylko najprostsze rzeczy. Wspomina si¢ bowiem tylko o najprostszych
tautologiach. Ich identyfikacja niewiele wnosi, bo czysto intuicyjne uje¢-
cie wystarczy do stwierdzenia, ze mamy do czynienia z wynikaniem
logicznym. Mozna na to odrzec, ze podobnie zawsze bylo z sylogistyka.
W miare bystry czlowiek bedzie rozumowal poprawnie w zakresie try-
bow sylogistycznych, nic nie wiedzac o nich i ich nazwach. Odpowie-
dzig na to jest — moim zdaniem — fakt, ze dato si¢ opisa¢ wszystkie po-
prawne tryby sylogistyczne i mozna o tym nauczaé. To daje poczucie,
ze w zakresie wypowiedzi dostepnych w jezyku sylogizmoéw, czyli zdan
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kategorycznych, mamy petne rozeznanie. Otéz tak samo jest z rachun-
kiem zdan, bo mozna zdefiniowa¢ tautologie i okresli¢ procedure spraw-
dzania, czy dana formuta jest tautologig. Podobnie jest z rachunkiem
kwantyfikatorow, bo i tu mozna zdefiniowaé tautologie. Jednak ten
ostatni krok nie jest zwykle robiony: ta definicja nie jest taka prosta,
a gdy zdefiniowaé tautologie aksjomatycznie dowdd twierdzenia o pet-
nosci staje si¢ konieczny, a jest zdecydowanie nieprosty. Jesli nie
przywotywaé twierdzenia o petnosci, to jakie sa korzySci z uczenia
o kwantyfikatorach Vv i 3?

Ot6z po pierwsze jest pouczajace, ze samo pojecie uogolniania — bo
to jemu odpowiada V, a 3 jest oczywiscie definiowalny przez V —
wystarczy do zdefiniowania wielu innych pojg¢, np. ,.istnieje dokladnie
jeden”, czy ,,istnieja 3 lub 4 obiekty , ktore...”. Gdy wprowadzi¢ pojecia
wyzszych rzgdow da sie zdefiniowaé o wiele wigcej, np. ,,jest tylko
skonczenie wiele”, a w logice elementarnej tego kwantyfikatora nie da
si¢ zdefiniowa¢. Dowody tych faktow nie naleza do elementarnego
kursu logiki, ale mozna o nich wzmiankowac.

Po drugie, wskazanie, ze nie wszystkie kwantyfikatory da si¢ tak
zdefiniowac, bo np. ,,malo” ma sens zalezny od sytuacji, wskazuje, jak
wspomniatem wyzej, na ograniczenia podejscia czysto logicznego.

Po trzecie, najwazniejszym faktem dotyczacym kwantyfikatorow,
pomijanym w stabych podrgcznikach, jest to, ze dopiero kombinacja
kwantyfikatorow — innymi stowy, ich zagniezdzenie — wyraznie wzmac-
nia sit¢ wyrazu. Negowanie zdania z kilkoma ré6znymi kwantyfikatorami
moze nie by¢ proste 1 zapis formalny moze istotnie pomoc.

Po czwarte, praktycznie istotne jest to, ze wazna jest kolejnosé
kwantyfikatoréw. Jest pouczajace, ze formuta

(@X)(VY)R — (Vy)(@X)R
jest tautologia, ale odwrotna implikacja nie jest. Ponadto nalezy wie-
dzie¢ — 1 to jest po pigte — ze niektore potoczne wyrazenia z dwoma
kwantyfikatorami lub wigkszg ich liczba sa wieloznaczne. Dwuznacz-
nos¢ zdania ,,Kogo$ kazdy lubi” jest wiasnie najlepiej widoczna, gdy
rozwaza¢ kolejnos¢ kwantyfikatorow, i zapewne tylko w ten sposob
moze by¢ zrozumiata.
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Po szoste, mozna mierzy¢ komplikacje logiczng pojecia wiasnie
liczba zagniezdzonych kwantyfikatoréw potrzebnych do jego zdefinio-
wania. Jest to rzecz wyktadana logikom, ale wskazanie tego bedzie cie-
kawe nawet dla laikow.

Po si6édme wreszcie, pojecie tautologii rachunku kwantyfikatorow da
si¢ opisa¢ dos¢ pogladowo jako prawdziwos$¢ przy dowolnych interpre-
tacjach zmiennych predykatowych i w dowolnych zbiorach jako zakresie
zmiennos$ci zmiennych indywiduowych. Nawet takie mato techniczne
ujecie wydaje mi si¢ pouczajace dla filozofa i kazdego humanisty.
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